
Завдання I туру олiмпiади з математики
серед студентiв IФНТУНГ за 2025-2026 навчальний рiк (11 березня 2026 року)

Задача 1. Довести, що при x2 + y2 + z2 = 1 маємо |∆| ≤ 1, де ∆ =

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
x y z
x2 y2 z2

∣∣∣∣∣∣ . Скори-

стайтеся, що n
√
a1 · a2 · . . . an ≤ a1+a2+...+an

n
при aj ≥ 0, j ∈ {1, 2 . . . , n}.

Задача 2. Розв’язати рiвняння lim
n→∞

arcsin(x+ arcsin(x+ arcsin(x+ . . .+ arcsin(x))))︸ ︷︷ ︸
n arcsin

= b,

де b — дiйсний параметр.

Задача 3. Вiдомо, що f ′(sin2 x
2
) = cos x+ tg2 x

2
. Знайти f(x) для 0 < x < 1.

Задача 4. Знайти суму подвiйного ряду
∑

m∈N
∑

n∈N
n̸=m

1
n2−m2 , якщо

∑∞
n=1

1
n2 = π2

6
.

Задача 5. Нехай f, g : R → R такi, що f (n)(x)) та g(n)(x) — неперервнi функцiї для всiх
n > 0. Чи з умови ∀x ∈ [a, b] : g(x) = f(x) випливає ∀x /∈ [a, b] : f(x) = g(x)?

Задача 6. Знайти всi функцiї f : R → R такi, що (x+ 1)f(xf(y)) = xf(y(x+ 1)).

Задача 7. Нехай f(x) = ex. Для довiльних a < b знайдiть точку c ∈ (a, b) таку, що
f ′(c)
f(c)

= 1
a−c

+ 1
b−c

.
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Задача 1. Довести, що при x2 + y2 + z2 = 1 справедлива нерiвнiсть |∆| ≤ 1, де ∆ =∣∣∣∣∣∣
1 1 1
x y z
x2 y2 z2

∣∣∣∣∣∣ . Скористайтеся тим, що середнє геометричне не перевищує середнього ари-

фметичного, тобто n
√
a1 · a2 · . . . an ≤ a1+a2+...+an

n
при aj ≥ 0, j ∈ {1, 2 . . . , n}.

Розв’язування. Обчислимо визначник

∆ =

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
x y x
x2 y2 z2

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
1 0 0
x y − x z − x
x2 y2 − x2 z2 − x2

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ y − x z − x
y2 − x2 z2 − x2

∣∣∣∣ = (y−x)(z−x)

∣∣∣∣ 1 1
y + x z + x

∣∣∣∣ =
(y−x)(z−x)(z−y). Тодi ∆2 = (y−x)2(z−x)2(z−y)2 ≤

(
(y−x)2+(z−x)2+(z−y)2

3

)3

. Iз нерiвностi
(x + y + z)2 ≥ 0, одержуємо що x2 + y2 + z2 ≥ −2xy − 2zx − 2zy. Враховуючи це маємо

∆2 ≤
(

2x2+2y2+2z2−2xy−2zx−2zy
3

)3

≤
(

3(x2+y2+z2)
3

)3

= 1, що i потрiбно було довести.

Задача 2. Розв’язати рiвняння

lim
n→∞

arcsin(x+ arcsin(x+ arcsin(x+ . . .+ arcsin(x))))︸ ︷︷ ︸
n arcsin

= b,

де b — дiйсний параметр.

Розв’язування. Розглянемо послiдовнiсть an+1 = arcsin(x+ an), n ∈ N. Легко довести, що
вона обмежена та монотонна. А тому має скiнченну границю b. Перейшовши до границi
при n → ∞ маємо b = arcsin(x+ b). Звiдси, x = −b+ sin b при b ∈ [−π/2;π/2].

Задача 3. Вiдомо, що f ′(sin2 x
2
) = cos x+ tg2 x

2
. Знайти f(x) для 0 < x < 1.

Розв’язування.

Зрозумiло, що sin2 x
2
∈ [0, 1]. Введемо формальне позначення t = sin2 x

2
. Тодi cosx = 1 −

2 sin2 x
2
= 1− 2t. А tg2 x

2
=

sin2 x
2

cos2 x
2
= t

1−t
. Отже, f ′(t) = 1− 2t+ t

1−t
.

f(x) =

∫ x

0

(1− 2t+
t

1− t
)dt = t− t2

∣∣∣∣x
0

+

∫ x

0

(−1 +
1

1− t
)dt = x− x2 + (−x− ln |1− x|) =

= −x2 − ln |1− x|.

Задача 4. Чи збiгається подвiйний ряд∑
m∈N

∑
n∈N
n̸=m

1

n2 −m2
?

Якщо так, то знайдiть його суму, якщо
∑∞

n=1
1
n2 = π2

6
.



Розв’язування.

Зауважимо, що при N > 3m виконується рiвнiсть

(m−1∑
n=1

+
N∑

n=m+1

) 1

n2 −m2
=

1

2m

(m−1∑
n=1

+
N∑

n=m+1

)[ 1

n−m
− 1

n+m

]
=

=
1

2m2
+

1

4m2
− 1

2m

N+m∑
k=N−m+1

1

k
,

звiдки ∑
n∈N
n ̸=m

1

n2 −m2
=

3

4m2
.

Отже, подвiйний ряд збiгається, i його сума дорiвнює 3
4
π2

6
= π2

8
.

Задача 5. Нехай f : R → R, g : R → R такi, що кожна похiдна dn

dxn (f(x)) та dn

dxn (g(x))
є неперервною функцiєю для всiх n > 0. Чи з умови ∀x ∈ [a, b] : g(x) = f(x) випливає
∀x /∈ [a, b] : f(x) = g(x)?

Розв’язування. Задамо двi дiйснi функцiї f та g так:

f(x) =


exp

(
− 1

(x−1)2

)
if x > 1

0 if x ∈ [−1, 1]

exp
(
− 1

(x+1)2

)
if x < −1

й g(x) = 0. Безпосередньою перевiркою переконуємося, що ∀x ∈ [−1, 1] : g(x) = f(x), але
f(x) ̸= g(x) ∀x /∈ [−1, 1].

Задача 6. Знайти всi функцiї f : R → R такi, що

(x+ 1)f(xf(y)) = xf(y(x+ 1)).

Розв’язування. Зрозумiло, що f(x) ≡ 0 та f(x) ≡ x є розв’язками цього рiвняння.
Нехай f не дорiвнює жоднiй з цих функцiй. Припустимо, що iснує точка y0 ̸= 0, в

якiй f(y0) = 0. Тодi при y = y0 з рiвняння отримуємо xf(y0(x + 1)) = (x + 1)f(xf(y0)) =
(x + 1)f(0) = 0 для всiх x. Тому при x ̸= 0 дiстаємо f(y0(x + 1)) = 0, а це означає, що
f(x) ≡ 0, адже вiдображення x 7→ y0(x+ 1) — лiнiйне та сюр’єктивне.

Звiдси, точка 0 — єдиний нуль для функцiї f . Позаяк f(x) ≡ x, iснує точка c, в якiй
f(c) ̸= c. Пiдставимо у рiвняння такi значення x = c

f(c)−c
(тодi з огляду на доведене вище

f(c) ̸= 0 й c ̸= 0) i y = c. Отримаємо

f(c)

f(c)− c
f
( cf(c)

f(c)− c

)
=

c

f(c)− c
f
( cf(c)

f(c)− c

)
Значення f

(
cf(c)
f(c)−c

)
̸= 0, тому можемо скоротити на це значення, а також на f(c) − c.

Дiстанемо f(c) = c. Прийшли до суперечностi iз припущенням, що f(c) ̸= c. Отже, iнших
розв’язкiв, крiм згаданих вище, не iснує.



Задача 7. Нехай f(x) = ex. Для довiльних a < b знайдiть точку c ∈ (a, b) таку, що

f ′(c)

f(c)
=

1

a− c
+

1

b− c
.

Розв’язування. f ′(x) = ex, тому f ′(c)
f(c)

≡ 1. Звiдси,

f ′(c)

f(c)
= 1 =

1

a− c
+

1

b− c

Тодi
(a− c)(b− c) = b− c+ a− c = a+ b− 2c,

або

ab− c(a+ b) + c2 = a+ b− 2c,

c2 + c(2− a− b) + ab− a− b = 0,

D = (2− a− b)2 − 4(ab− a− b) = 4 + a2 + b2 + 4ab− 4a− 4b− 2ab− 4ab+ 4a+ 4b = a2 − 2ab+ b2 + 4

c1 = −
√

(a− b)2 + 4− b− a+ 2

2
, c2 =

√
(a− b)2 + 4 + b+ a− 2

2
.


