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Передмова
Навчальна програма курсу загальної фiзики для технiчних вузiв
передбачає вивчення студентами широкого спектра питань меха-
нiки, електрики та оптики. Пропонований курс є спробою поєд-
нати традицiйнi питання навчального курсу з деякими новiтнi-
ми найбiльш важливими досягненнями сьогодення. Деякi питання
викладенi бiльш глибоко, нiж це зазвичай робиться у курсi загаль-
ної фiзики, докладнi математичнi викладки дають розумiння про-
цесу дослiджень, вчать самостiйностi i вказують на важливiсть
математичної пiдготовки, а, отже, i фундаментальної пiдготовки
студента. Питання, викладенi у курсi, є важливими i необхiдними
для пiдготовки фахiвця будь-якої технiчної спецiальностi.

В курсi розглядаються основи механiки, основну увагу придi-
лено фiзицi суцiльних середовищ (деформацiї пружних тiл, ме-
ханiцi рiдин та газiв), висвiтленi деякi питання фiзики твердого
тiла (типи кристалiчних граток, дефекти кристалiв та їх вплив на
мiцнiсть твердого тiла).

Багато уваги придiлено фiзицi коливань та хвиль. Окремо роз-
глянуто коливання в дисипативних системах iз в’язким i сухим
тертям. Пояснено принципи поширення звуку через гази, рiди-
ни та твердi тiла. Показано залежнiсть мiж швидкiстю звуку та
пружними деформацiями твердого тiла, через яке вiдбувається
поширення звуку. Звернено увагу на важливе практичне застосу-
вання ультразвуку, а також на деякi негативнi наслiдки, напри-
клад, кавiтацiю, що виникає при проходженнi ультразвуку великої
iнтенсивностi через рiдину.

Докладно викладенi питання електропровiдностi, основи кван-
тової теорiї твердого тiла, детально пояснено залежнiсть опору ме-
талу вiд температури. Значну увагу придiлено електропровiдностi
напiвпровiдникiв, поясненi принципи проходження струму через
електролiт та важливiсть технiчного застосування електролiзу.

Викладено властивостi електромагнiтного випромiнювання, на-
ведено приклади застосування явищ iнтерференцiї, дифракцiї та
поляризацiї свiтла у технiцi, розглянуто закони геометричної опти-
ки та принципи роботи оптичних квантових генераторiв (лазерiв).
Належну увагу придiлено висвiтленню основ голографiї та її за-
стосуванню.

Посiбник рекомендується для використання, в першу чергу,
при пiдготовцi спецiалiстiв напряму "iнженерна механiка", а та-
кож може бути корисним для студентiв всiх iнших iнженерних
спецiальностей та викладачiв технiчних вузiв.



Роздiл 1
Кiнематика
Вступ; системи вiдлiку, системи координат; шлях, перемiщен-
ня, швидкiсть i прискорення; рiвномiрний та рiвноприскорений,
прямолiнiйний та криволiнiйний рухи; обертальний рух твердо-
го тiла; кутова швидкiсть та кутове прискорення, їх зв’язок з
лiнiйними величинами.

Вступ. Ранiше iнших роздiлiв фiзики стала розвиватися механi-
ка. Механiка - наука про рух i рiвновагу тiл. В широкому значеннi
слова рух матерiї є будь-яка її змiна. Проте, в механiцi пiд рухом
розумiється тiльки найпростiша його форма, а саме — перемiщен-
ня тiла вiдносно iнших тiл. Принципи механiки були вперше сфор-
мульованi Ньютоном (1643-1727 рр.) в його основнiй працi “Мате-
матичнi начала натуральної фiлософiї” (1687 р.). Пiсля Ньютона
механiка починає швидко розвиватися, але до початку XX сто-
лiття цей розвиток йшов, в основному, у напрямi вдосконалення
математичних методiв механiки i застосування її законiв до все
нових i нових областей знання. Безперечнi у той час успiхи ме-
ханiки привели до уявлення, що законiв механiки достатньо для
пояснення всiх явищ природи (механiстичний погляд на природу
речей). Положення в коренi змiнилося з вiдкриттям електричних i
магнiтних явищ, особливо з вiдкриттям електромагнiтних хвиль.
I їх, звичайно, намагалися пояснити механiстично, як хвилi в де-
якому пронизуючому весь простiр середовищi, званому ефiром
(як хвилi на поверхнi води або звук в повiтрi). Проте, цi спро-
би не увiнчалися успiхом. Остаточна вiдмова вiд механiстичних
уявлень вiдбулася на початку XX столiття. Перше, що з’ясувало-
ся, - це те, що механiка Ньютона застосовна лише до порiвняно
повiльних рухiв з швидкостями, помiтно меншими швидкостi свi-
тла у вакуумi c ≈ 3 ·108 м/с. Рухи, швидкостi яких наближаються
до швидкостi свiтла, називають релятивiстськими. В повсякден-
ному життi ми маємо справу з швидкостями набагато меншими.
Так, швидкiсть реактивного лiтака може в 2-3 рази перевищувати
швидкiсть звуку в повiтрi1 (v ≈ 3 ·102 м/с). Швидкiсть супутника
або космiчного корабля ≈ 104 м/с. Такого ж порядку швидкiсть
руху Землi по орбiтi навколо Сонця (3 · 104 м/с). Нарештi, швид-
кiсть руху Сонця по своїй орбiтi навколо центру нашої Галактики

1Того ж порядку швидкiсть точки на поверхнi Землi при її обертаннi нав-
коло своєї осi (≈ 4, 7 · 102 м/с).
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порядка 3 · 105 м/с, що менше швидкостi свiтла в 1000 разiв.
Друге обмеження класичної механiки полягає в її незастосов-

ностi до опису явищ мiкросвiту, тобто до рухiв тiл малої маси в
малих дiлянках простору. Бiльш загальною наукою, що описує та-
кi рухи, є квантова механiка, згiдно якої невизначенiсть в знаннi
координат i iмпульсу визначається спiввiдношенням невизначено-
стi Гейзенберга

∆x ·∆p ≥ ~/2. (1.1)

В застосуваннi до звичайних тiл, наприклад до футбольного м’яча
вагою 0,5 кг, що рухається iз швидкiстю 30м/с, з доброю точнiстю
застосовна механiка класична. Так, якщо ми не знаємо швидкiсть
iз вищою точнiстю, нiж ∆x = 10−3 мкм/с (тобто ∆v/v = 3 · 10−11

— величезна точнiсть), а ∆x ' 10−3 мкм (10 Å), то ∆p · ∆x '
5·10−12 ерг · сÀ ~ ≈ 10−27 ерг · с. Таким чином, класична механiка
Ньютона дослiджує повiльнi рухи макроскопiчних тiл.

1.1 Основнi поняття
Що таке рух i як його описувати? На це питання вiдповiдає к i н е-
м а т и к а. Рух - це перемiщення тiла вiдносно iнших тiл (змiна
його положення в просторi). Таким чином, описуючи рух тiла, ми
завжди прив’язуємося до якоїсь координатної системи щодо якої
тiло рухається2 або до с и с т еми в i д л i к у. Рух тiла визначається
рухом всiх його точок (маленьких частин тiла), тому ми почнемо
з опису руху м а т е р i а л ь н о ї т о ч к и. Матерiальною точкою на-
зивають тiло, розмiри якого достатньо малi для того щоб у русi,
що розглядається, їх можна було не приймати до уваги i вважати,
що уся речовина тiла сконцентрована в однiй геометричнiй точцi.

Перш за все, виберемо систему координат. Найпростiша си-
стема - це декартова система координат. Розрiзняють два види
координатних систем: праву i лiву (рис. 1.1).

Закони природи, зрозумiло, повиннi бути записанi у формi, яка
не залежить вiд вибору системи координат. Ми для визначено-
стi користуватимемося правою системою. Положення точки у ви-
бранiй нами системi координат задається р а д i у с - в е к т о р ом3

r, проекцiї якого на осi координат рiвнi вiдповiдно x, y, z. Та-
ким чином, вектор r цiлком однозначно визначається заданням

2Наприклад, перебуваючи у вагонi поїзда, що рухається, ми не рухаємося
вiдносно поїзда, але разом з ним рухаємося вiдносно Землi.

3Вектор — фiзична величина, що характеризується своєю довжиною та
напрямком в просторi. Додавання векторiв вiдбувається за правилом парале-
лограма.
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Рисунок 1.1

трьох його проекцiй, хоча це можуть бути i iншi три числа, напри-
клад довжина r та два кута θ i ϕ (сферична система координат)
(рис. 1.2). Декартовi координати та сферичнi пов’язанi мiж собою
спiввiдношеннями

x = r sin θ cosϕ,
y = r sin θ sinϕ,
z = r cosϕ,

(1.2)

де
0 ≤ r < +∞, 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ ϕ < 2π.

Якщо ввести три одиничних вектора i, j, k, напрямлених уздовж

X
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y

x

z
r

X

Z
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r

r

Рисунок 1.2

координатних осей (о д и н и чн i о р т и), то радiус-вектор r можна
представити у виглядi суми трьох векторiв:

r = xi + yj + zk, |i| = |j| = |k| = 1. (1.3)

Квадрат довжини радiуса-вектора дорiвнює сумi квадратiв його
проекцiй:

r2 = x2 + y2 + z2. (1.4)
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1.2 Кiнематика матерiальної точки
Розглянемо тепер рух матерiальної точки, траєкторiя якої зобра-
жена на рис. 1.3, i визначимо такi важливi для подальшого ро-
зумiння поняття, як швидкiсть v матерiальної точки i прискоре-
ння a . Нехай радiус-вектор матерiальної точки в момент часу t1
дорiвнює r0, а в момент часу t2 дорiвнює r. Таким чином, при
русi радiус-вектор r змiнюється з часом, тобто є функцiєю часу
r = r(t). Якщо нам вiдомий цей закон, то ми знаємо де в будь-
який момент часу знаходиться матерiальна точка. Задання фун-
кцiї r(t) еквiвалентно заданню трьох функцiй x(t), y(t) i z(t) —
координат матерiальної точки:

r = x(t)i + y(t)j + z(t)k. (1.5)

Лiнiя, що описується рухомою матерiальною точкою вiдносно ви-
браної системи вiдлiку, називається т р а є к т о р i єю. В залежно-
стi вiд форми траєкторiї рух може бути п р ям о л i н i й н им або
к р и в о л i н i й н им.

Рiзниця векторiв r i r0

∆r = r − r0 (1.6)

— п е р ем iщ е н н я матерiальної точки. Це є вектор i напрямле-
ний вiн з точки 1 в точку 2. Вiдношення перемiщення матерiальної
точки ∆r до iнтервалу часу ∆t = t2−t1 , тобто ∆r/∆t, називають
середньою швидкiстю за час ∆t, яка так само є вектором, причому
колiнеарним4 вектору перемiщення. Якщо ми будемо зменшувати
величину iнтервалу ∆t (наближаючи t2 до t1), то вiдповiдно буде
зменшуватися i довжина вектора ∆r, тобто величина перемiщен-
ня. Границя вiдношення перемiщення ∆r до iнтервалу ∆t, коли
останнiй прямує до нуля, називають похiдною вектора ∆r(t) за
часом t:

dr

dt
= lim

∆t→0

∆r

∆t
. (1.7)

Цей вектор напрямлений по дотичнiй до траєкторiї матерiальної
точки в точцi t1. За визначенням, швид к i с т ь матерiальної то-
чки дорiвнює

v ≡ dr

dt
. (1.8)

4Вектори a i b – колiнеарнi, якщо a = αb, де α = const 6= 0. Вектори a
i b розташованi паралельно i напрямленi або однаково, або у протилежних
напрямках.
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v =
dr

dt
=

dx

dt
i +

dy

dt
j +

dz

dt
k.

vx =
dx

dt
, vy =

dy

dt
, vz =

dz

dt
.

Вектор швидкостi v(t) так само, як i радiус-вектор, є функцi-
єю часу t. Аналогiчним чином можна визначити вектор, який

X

Y

Z

i j

k
r

Òðàºêòîð³ÿ

M(x,y,z)

x

y

z
O B

C

A

0

r

r
s

Рисунок 1.3

характеризує швидкiсть змiни швидкостi частинки i називається
п р и с к о р е н н ям:

a =
dv

dt
=

d2r

dt2
. (1.9)

Якщо величина i напрямок цього вектора не змiнюються з часом,
тобто якщо

a = const, (1.10)
то такий рух називається р i в н о п р и с к о р е н им. Для рiвнопри-
скореного руху швидкiсть матерiальної точки v(t), а також її
радiус-вектор r(t) змiнюються з часом за законом

v(t) = v(0) + at,
r(t) = r(0) + v(0)t + 1

2at2,
(1.11)

де v(0), r(0) — вiдповiдно швидкiсть та радiус-вектор в початко-
вий момент часу t = 0. Частинним випадком рiвноприскореного
руху є рух iз прискоренням, рiвним нулю. Такий рух називається
рiвномiрним. Очевидно, що вiн вiдбувається по прямiй.

Розглянемо тепер питання, як знайти шля х 5, пройдений ма-
терiальною точкою при її русi. Розглянемо довiльного вигляду

5Тобто довжину траєкторiї точки.
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траєкторiю, по якiй рухається матерiальна точка. Нехай у момент
часу t1 матерiальна точка займала положення на траєкторiї, яке
характеризується радiус-вектором r0, а в момент часу t2 — радiус-
вектором r, див. рис. 1.3. Який шлях пройшла точка мiж цими
двома положеннями? Перемiщення матерiальної точки визначає-
ться вектором ∆r = r−r0, але довжина цього вектора не визначає
пройдений матерiальною точкою шлях, за винятком того випад-
ку, коли траєкторiя матерiальної точки мiж двома положеннями
є прямою лiнiєю. Це пiдказує спосiб знаходження шляху при кри-
волiнiйному русi. Для цього розiб’ємо часовий iнтервал t2 − t1 на
велику кiлькiсть однакових iнтервалiв дуже маленької тривалостi
∆t, так що в будь-якому iнтервалi рух практично прямолiнiйний
(рис. 1.4). Кiлькiсть таких iнтервалiв

n =
t2 − t1

∆t
. (1.12)

Позначимо вектори перемiщення матерiальної точки ∆ri (i =
1, 2, ..., n) в кожному з цих iнтервалiв часу. Очевидно, при доста-

r1

O

r2

r3

rr0

Рисунок 1.4

тньо малому ∆t пройдений шлях s може бути апроксимований
сумою довжин цих векторiв:

s ≈
n∑

i=1

|∆ri|. (1.13)

По мiрi прямування ∆t до нуля це наближення стає все то-
чнiше i, в кiнцi кiнцiв, при нескiнченному n обертається в точну
рiвнiсть.

Подiлимо i домножимо кожний доданок в сумi (1.13) на ∆t:

s ≈
n∑

i=1

|∆ri|
∆t

∆t. (1.14)
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Перейдемо до границi при ∆t → 0:

s ≈ lim
∆t→0

n∑

i=1

|∆ri|
∆t

∆t. (1.15)

Пам’ятаючи, що

lim
∆t→0

∆ri

∆t
= vi (1.16)

— швидкiсть частинки v в i-му iнтервалi, шлях буде представле-
ний у виглядi суми нескiнченного числа нескiнченно малих додан-
кiв:

s =
∞∑

i=1

|vi|dt ≡
∫ t2

t1

|v(t)|dt. (1.17)

Таким чином, ми прийшли до висновку:шлях, пройдений частин-
кою в iнтервалi її руху вiд t1 до t2, дорiвнює визначеному iнте-
гралу за часом в цих межах вiд модуля швидкостi частинки.

1.3 Обертальний рух
При рiвноприскореному русi частинка рухається весь час в однiй
площинi, утворюванiй початковим вектором швидкостi v(0) i по-
стiйним прискоренням. Проте очевидно, що далеко не всякий пло-
ский рух є рiвноприскореним. Приклад плоского нерiвноприско-
реного руху, вiдомий вам з шкiльного курсу фiзики, — це рiвно-
мiрний рух матерiальної точки по колу. Розглянемо його. Оскiль-
ки цей рух плоский, виберемо в якостi площини, площину XY .
Початок координат оберемо в центрi кола (рис. 1.5).

O X

Y
r

x

y
r

Рисунок 1.5
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Координати частинки виразимо через радiус кола r та кут α:

x = r cosα,
y = r sinα. (1.18)

Оскiльки рух вiдбувається по колу, r вiд часу не залежить. Фун-
кцiєю часу залишається лише кут α(t). Похiдна вiд кута за часом
називається кутовою швидкiстю6 ω:

ω =
dα

dt
. (1.19)

При рiвномiрному русi по колу ω = const, i рiвняння можна
проiнтегрувати. В результатi

α = ωt + const. (1.20)

Стала iнтегрування отримується з умови α(0) = 0. Таким чином,

x(t) = r cosωt,
y(t) = r sinωt.

(1.21)

Рiвняння (1.21) повнiстю визначають рух, а проекцiї швидкостi
матерiальної точки визначаються похiдними за часом вiд коорди-
нат:

vx =
dx

dt
= −ωr sinωt,

vy =
dy

dt
= ωr cosωt. (1.22)

Скалярний добуток

r · v = xvx + yvy =
= r cosωt(−ωr sinωt) + r sinωt(ωr cosωt) = 0, (1.23)

що вказує на перпендикулярнiсть векторiв r i v, тобто лiнiйна
швидкiсть дiйсно напрямлена по дотичнiй до кола. Абсолютна
величина швидкостi

v = |v| =
√

v2
x + v2

y =
√

ω2r2 sin2 ωt + ω2r2 cos2 ωt =
= ωr = const,

(1.24)

6За напрям вектора ω кутової швидкостi обрано напрямок осi обертання
(вiсь Z на рис. 1.5).
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не залежить вiд часу; рух дiйсно рiвномiрний (але по колу).
Диференцiюючи за часом проекцiї швидкостi, визначаємо про-

екцiї прискорення:

ax =
dvx

dt
= −ω2r cosωt,

ay =
dvy

dt
= −ω2r sinωt, (1.25)

звiдки бачимо, що прискорення залежить вiд часу, тобто рух не
є рiвноприскореним. Абсолютна величина прискорення (модуль),
тим не менше, залишається сталою:

a = |a| =
√

a2
x + a2

y = ω2r (1.26)

або, оскiльки ωr = v, отримуємо

|a| = v2

r
(1.27)

— вiдому формулу для доцентрового (нормального) прискорення.
Чому доцентрового? Тому, що вектор a напрямлений доцентрово
(перпендикулярно до швидкостi v). В цьому неважко переконати-
ся, порахувавши скалярний добуток:

a · r = axx + ayy = −(ω2r cosωt)r cosωt+
+(−ω2r sinωt)r sinωt = −ω2r2.

(1.28)

З iншого боку,
a · r = |a||r| cos(âr). (1.29)

Iз порiвняння цих двох виразiв отримаємо, що cos(âr) = −1. Та-
ким чином, вектор прискорення антипаралельний вектору r, тоб-
то напрямлений доцентрово. В результатi картина напрямкiв ве-
кторiв виглядає, як показано на рис. 1.6, a. Дотепер при розглядi
обертального руху ми оперували проекцiями векторiв на осi коор-
динат. Тим часом, часто корисно мати спiввiдношення, не залежнi
вiд вибору системи координат або, як то кажуть, записанi у ве-
кторнiй формi.

При розглядi обертального руху ми ввели кутову швидкiсть ω
як похiдну за часом вiд кута повороту α: ω = dα/dt. Задамося те-
пер питанням, якою величиною, скалярною або векторною, є кут
повороту. Адже коли говорять про поворот, потрiбно вказати не

9



тiльки величину кута повороту, але i те, навколо якої осi вiдбуває-
ться обертання (поворот) i в яку сторону (за годинниковою стрiл-
кою або проти). В розглянутому вище прикладi вiссю обертання
була вiсь Z i, оскiльки ми використовували праву систему коор-
динат, обертання вiдбувалося проти годинникової стрiлки (якщо
дивитися проти осi Z) (рис. 1.6, б ). З цiєї точки зору кут повороту
повинен бути величиною векторною. Проте, довiльний кут пово-
роту, взагалi кажучи, не є вектором. Поняття вектора застосовно

r

v

a

r+

r

r

r

Z

a á

Рисунок 1.6

лише по вiдношенню до нескiнченно малих кутiв повороту.
Тому, кажучи про поворот на якийсь малий кут ∆α, можна

наближено казати про вектор ∆α, величина якого дорiвнює куту
повороту, а напрямок визначається таким чином: напрям вiдлiку
кута спiвпадає з напрямом обертання за правилом правого гвин-
та - тобто з рухом осi гвинта, коли вiн обертається у напрямi
руху матерiальної точки. Задамося питанням, як пов’язано пе-
ремiщення матерiальної точки dr при поворотi її радiус-вектора r
на нескiнченно малий кут dα. Його величина (дорiвнює довжинi
хорди) спiвпадає з довжиною дуги, тобто

|dr| = rdα, (1.30)

а за напрямом вектор dr спiвпадає з дотичною, яка перпендику-
лярна вектору r. В результатi ми маємо три взаємно перпендику-
лярнi вектори r, dr i dα, якi утворюють праву трiйку (рис. 1.7),
причому |dr| = |dα||r|. Пам’ятаючи правила векторного добутку,
розумiємо, що шукане спiввiдношення можна записати у виглядi
векторної рiвностi

dr = [dα× r]. (1.31)
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Подiливши обидвi сторони цiєї рiвностi на нескiнченно малий
часовий iнтервал dt, протягом якого вiдбулася змiна вектора r на
dr, отримаємо

dr

dt
=

[
dα

dt
× r

]
. (1.32)

Величина, що знаходиться в лiвiй частинi рiвняння, — швидкiсть
частинки v, а похiдна

dα

dt
= ω. (1.33)

— в е к т о р к у т о в о ї ш в и дк о с т i. Спочатку ми вводили її за
абсолютним значенням, тепер показали, що є змiст говорити про
кутову швидкiсть обертання як про вектор. Її величина визначає
величину кутової швидкостi (швидкiсть обертання, або швидкiсть
змiни кута), а напрямок паралельний осi обертання (за правилом
правого гвинта), тобто

v = [ω × r]. (1.34)

Щоб отримати прискорення , вiзьмемо вiд обох частин похiдну за
часом. Якщо ω стале (як за величиною, так i за напрямком)7, то

a =
dv

dt
=

[
ω × dr

dt

]
= [ω × v], (1.35)

тобто прискорення виявляється перпендикулярним кутовiй швид-
костi обертання ω i швидкостi руху v. А оскiльки остання на-
прямлена по дотичнiй, це означає, що прискорення напрямлено

7Рiвномiрне обертання.

d r

r

d

Рисунок 1.7
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або паралельно r, або антипаралельно. Як саме, можна виясни-
ти, пiдставивши в останню формулу значення v:8

a = [ω×v] = [ω×[ω×r]] = ω(ω·r)−r(ω·ω) = ω(ω·r)−ω2r. (1.36)

Оскiльки в нашому прикладi початок координат було обрано
в центрi кола, то кутова швидкiсть ω i радiус-вектор r взаємно
перпендикулярнi, а, вiдповiдно, їх скалярний добуток дорiвнює
нулю (взагалi кажучи, як ми зараз побачимо, не завжди ω ⊥ r),
отже

a = −ω2r, (1.37)

тобто антипаралельнiсть векторiв a i r (згадаємо термiн "доцен-
трове прискорення").

Використовуючи векторний добуток, подвiйний векторний до-
буток, ми записали закони руху у iнварiантнiй формi, яка не
залежить вiд вибору конкретної системи координат. Отриманi на-
ми спiввiдношення справедливi i в бiльш загальному випадку, ко-
ли ми розглядаємо обертання системи матерiальних точок або
твердого тiла як цiлого (рис 1.8). Маючи це на увазi, неважко

O

r

Рисунок 1.8

показати, що хоча ω i r не перпендикулярнi один одному, тим
не менше, виконується спiввiдношення (1.34) для швидкостi де-
якої обраної нами точки з радiус-вектором r. Дiйсно, як бачимо
з рис. 1.8, точка рухається по колу радiуса ρ = r sinβ iз лiнiйною
швидкiстю v = ωρ = ωr sinβ. Оскiльки β — кут мiж векторами ω
i r ми переконуємося в справедливостi формули (1.34).

8Тут ми використали формулу для подвiйного векторного добутку
[A× [B ×C]] = B(A ·C)−C(A ·B)
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Тепер нам зрозумiло походження у загальному випадку вiд-
мiнного вiд нуля додаткового доданку у формулi (1.36) для при-
скорення (див рис. 1.9)

a = ω(ω · r)− ω2r. (1.38)

Отже, прискорення насправдi напрямлене не до центра, а до осi
обертання. На користь спiввiдношення v = [ω × r] свiдчить i те,

r

O

a

( )r.

r
2

_

Рисунок 1.9

що воно є справедливим в бiльш загальному випадку, коли вектор
кутової швидкостi ω не є сталим i залежить вiд часу. Тодi формула
для прискорення матиме вигляд:

a =
dv

dt
=

[
dω

dt
× r

]
+

[
ω × dr

dt

]
= [β × r] + [ω × v], (1.39)

в якiй величину β =
dω

dt
=

d2α

dt2
називають к у т о в им при с к о-

р е н н ям, яке характеризує нерiвномiрне обертання.
Отже, значення кутової швидкостi i кутового прискорення вiд-

повiдно дорiвнюють першiй та другiй похiднiй вiд кута повороту
за часом. Вiдзначимо, що при обертальному русi твердого тiла всi
його точки мають однаковi кутовi швидкостi i кутовi прискорен-
ня.

1.4 Запитання для самоконтролю
1 Що називається матерiальною точкою?

2 Як пов’язанi мiж собою декартовi та сферичнi координати?
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3 Якi вектори називаються колiнеарними?

4 Який напрям має вектор швидкостi по вiдношенню до трає-
кторiї руху матерiальної точки?

5 Як знайти шлях, що проходить частинка за деякий визна-
чений iнтервал часу?

6 Що називається кутовою швидкiстю? Який напрям вектора
кутової швидкостi?

7 Записати вираз для абсолютної величини лiнiйної швидкостi
точки при рiвномiрному русi по колу. Який напрям вектора
лiнiйної швидкостi?

8 Записати вираз для абсолютної величини прискорення то-
чки при рiвномiрному русi по колу. Який напрям вектора
прискорення?

9 Записати, як пов’язанi мiж собою лiнiйна швидкiсть, кутова
швидкiсть та радiус-вектор точки при рiвномiрному русi по
колу?

10 Записати, як пов’язанi мiж собою лiнiйна швидкiсть, кутова
швидкiсть та радiус-вектор точки при рiвномiрному обер-
таннi твердого тiла навколо осi?

11 Що називається кутовим прискоренням?

Приклад 1. Знайти рiвняння руху точки М обода колеса радiуса R,
що котиться з швидкiстю v0 без ковзання по прямiй рейцi.

v
0

O

C

M

D

A B

C

X

Y

R

Рисунок 1.10
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Початок координат О розмiстимо в одному з положень точки М на
рейцi i напрямимо вiсь ОХ у бiк руху колеса вздовж рейки. З рис. 1.10
видно, що координати точки М дорiвнюють:

x = OA = OB −AB =
^

MB −DC = Rα−R cos
(
α− π

2

)
= R(α− sin α);

y = AM = AD + DM = R + R sin
(
α− π

2

)
= R(1− cos α),

де α — кут повороту колеса. При коченнi колеса без ковзання дуга кола
^

BM дорiвнює вiдрiзку OB, тобто Rα = v0t, звiдки

α =
v0

R
t, (1.40)

де t — час руху колеса. Пiдставивши значення (1.40) для α у вирази
для x i y, знайдемо:

x = v0t−R sin
v0

R
t;

y = R
(
1− cos

v0

R
t
)

.





(1.41)

Це i є шуканi рiвняння руху точки обода колеса в координатнiй фор-
мi. Вони визначають закон руху точки М у площинi XY . Водночас цi
рiвняння можна розглядати як рiвняння траєкторiї точки М у параме-
тричнiй формi; параметром є час t. У геометрiї криву (1.41) називають
циклоїдою.

Покладаючи
v0

R
= ω, перепишемо (1.41) у виглядi:

x = R(ωt− sinωt);

y = R(1− cos ωt).

}
(1.42)

Приклад 2. Рiвняння руху точки (снаряда), кинутої з початковою
швидкiстю v0 пiд кутом α до горизонту у вакуумi, мають вигляд9:

x = v0t cos α;

y = v0t sin α− gt2

2
,





(1.43)

де g — стала (прискорення земного тяжiння). Знайти траєкторiю, даль-
нiсть польоту i час руху точки.

9Рiвняння руху знаходять у бiльшостi випадкiв методами динамiки. У кi-
нематицi ми вважаємо їх вiдомими (заданими за умовою задачi).
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Рисунок 1.11

Щоб знайти рiвняння траєкторiї точки в декартових координатах,
виключимо з рiвнянь руху (1.43) параметр t — час. З першого рiвняння
знаходимо t =

x

v0 cosα
i пiдставляємо значення t в друге рiвняння:

y = x tg α− g
2v2

0 cos2 α
x2. (1.44)

Знайдене в декартових координатах рiвняння траєкторiї (1.44) визначає
параболу (рис.1.11, a).

Координати вершини А параболи можна знайти, прирiвнюючи до

нуля похiдну
dy

dx
i розв’язуючи потiм знайдене рiвняння вiдносно x;

ординату точки А обчислюємо за формулою (1.44):

xA =
v2
0

2g
sin 2α; yA =

v2
0

2g
sin2 α. (1.45)

Траєкторiя перетинає вiсь ОХ у двох точках. Щоб знайти абсциси вiдпо-
вiдних точок, покладаємо y = 0 в (1.44) i розв’язуємо знайдене рiвняння
вiдносно x:

x1 = 0; x2 =
v2
0

g
sin 2α. (1.46)

Величина x2 є дальнiсть польоту снаряда. З виразу для x2 видно, що
при незмiнному значеннi v0 дальнiсть польоту має такi властивостi: 1)

при α =
π

4
вона найбiльша i дорiвнює x2|α=π/4 =

v2
0

g
; 2) при α = β i

α =
π

2
− β, де 0 < β <

π

4
, дальнiсть польоту однаковi (рис.1.11, б ).

Промiжок часу, протягом якого точка перемiщується по траєкто-
рiї з положення O в В (час руху T ), знайдемо, покладаючи в другому
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рiвняннi (1.43) y = 0:

T =
2v0

g
sinα. (1.47)

Приклад 3. Знайти вектор швидкостi i вектор прискорення точки,
що рухається по циклоїдi (див. рис. 1.10) за законом (1.42):

x = R(ωt− sinωt);

y = R(1− cos ωt).

}
(1.48)

X

Y

Íàïðÿìíà â ñüiK

C

L

Ì

Ä
îò

è÷
íà

Íîðìàëü

R

v

a
t

t
22

t
2

O

Рисунок 1.12

Проекцiї вектора швидкостi на осi координат дорiвнюють:

vx = ẋ = Rω(1− cosωt);

vy = ẏ = Rω sin ωt.

}
(1.49)

Кут мiж напрямом вектора v i вiссю ОХ визначаємо через тангенс:

tg
(
v̂, X

)
=

vy

vx
=

sinωt

1− cosωt
= ctg

ωt

2
, звiдки

(
v̂, X

)
=

π

2
− ωt

2
. (1.50)

Вектор швидкостi точки М напрямлений до верхньої точки L твiрного
кола (рис. 1.12).

Iз формул (1.49) i (1.24) видно, що абсолютна величина швидкостi
дорiвнює

|v| = 2Rω sin
ωt

2

(
0 ≤ ωt

2
≤ π

)
(1.51)
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i, отже, |v| збiльшується вiд 0 i досягає значення 2Rω – в найвищiй
точцi циклоїди (для цiєї точки кут повороту твiрного кола ωt1 = π), а

потiм зменшується i перетворюється в момент t2 =
2π

ω
знову в нуль в

точцi циклоїди на осi ОХ, для якої ωt2 = 2π. В наступному промiжку

часу вiд t2 =
2π

ω
до t4 =

4π

ω
змiна швидкостi точки повторюється.

Хоч твiрне колесо i котиться рiвномiрно, та точка обода рухається по
циклоїдi нерiвномiрно.

Проекцiї вектора прискорення точки М знайдемо диференцiюван-
ням (1.49) по часу:

ax = ẍ = Rω2 sin ωt;

ay = ÿ = Rω2 cos ωt.

}
(1.52)

Вектор прискорення дорiвнює:

a = axi + ayj = Rω2(i sin ωt + j cosωt).

Кут нахилу цього вектора до горизонтальної осi ОХ легко знайти через
тангенс:

tg
(
â, X

)
=

ay

ax
= ctg ωt = tg

(π

2
− ωt

)
,

звiдки кут
(
â, X

)
=

π

2
− ωt.

Цей результат доводить, що вектор прискорення a напрямлений по
радiусу твiрного кола до його центра. Величина прискорення, як видно
з (1.52), стала i дорiвнює

a = ω2R. (1.53)
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Роздiл 2
Динамiка матерiальної точки
Закони Ньютона, iнерцiальнi системи вiдлiку; закон збереження
iмпульсу, рух центра мас; поступальний, коливальний та обер-
товий рухи; робота та кiнетична енергiя; потенцiальна енергiя,
консервативнi, неконсервативнi сили; закон збереження механi-
чної енергiї; моменти сили i iмпульсу вiдносно нерухомого цен-
тра; рiвняння моментiв; закон збереження моменту iмпульсу.

2.1 Закони Ньютона. Iнерцiальнi системи вiд-
лiку

В основi динамiки лежать три закони Ньютона.
Перший закон Ньютона. Тiло залишається в станi спокою

або рухається з постiйною швидкiстю (без прискорення), якщо
воно надано самому собi, тобто якщо на нього не дiють нiякi зов-
нiшнi сили. Це означає, що

a = 0, коли F = 0. (2.1)

Явище, що полягає в збереженнi швидкостi руху тiл або їх спокою
при вiдсутностi дiї на них iнших тiл називають iнерцiєю. Тому I-ий
закон Ньютона називають ще законом i н е р ц i ї.

Другий закон Ньютона. Результуюча сила, яка дiє на тiло,
дорiвнює добутку маси тiла на його прискорення:

F = ma; a =
F

m
. (2.2)

Iнакше формулюючи, прискорення, якого набуває тiло, прямо про-
порцiйне дiючiй силi i обернено пропорцiйне його масi.

Третiй закон Ньютона. При взаємодiї двох тiл сила F 21,
яка дiє на друге тiло з боку першого, дорiвнює за величиною i
протилежна за напрямком силi F 12, що дiє на перше тiло з боку
другого:

F 12 = −F 21, (2.3)
обидва вектори напрямленi вздовж лiнiї, що сполучає цi два тiла.

Iснують певнi межi застосовностi третього закону. Ми знає-
мо, що всi сигнали, а значить i сили, передаються не миттєво, а
з кiнцевою швидкiстю. Проте третiй закон мiстить твердження,
що F 12 = −F 21, коли обидвi цi сили вимiрюються в один i той
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же момент часу. Ця вимога суперечить тому факту, що дане тi-
ло сприймає дiю сили, що надається iншим тiлом, не миттєво, а
через кiнцевий промiжок часу. Тому третiй закон Ньютона не зав-
жди є достатньо добрим наближенням, наприклад, при розглядi
зiткнення атомiв i заряджених частинок.

Першi два закони виконуються лише тодi, коли спостережен-
ня ведеться у системах вiдлiку, якi рухаються без прискорення.
Такi системи вiдлiку називають i н е р ц i а л ь н ими. Наприклад,
якщо тiло в однiй системi вiдлiку рухається iз сталою швидкiстю
i iснує система вiдлiку, котра рухається iз прискоренням вiдно-
сно неї, очевидно, що тiло буде рухатись вiдносно цiєї системи iз
прискоренням.

Наприклад, якщо система вiдлiку жорстко пов’язана з карусе-
ллю, що обертається, то в такiй системi вiдлiку прискорення тiла
не рiвне нулю, коли на це тiло не дiють сили. Ви можете нерухомо
стояти на каруселi, тiльки якщо будете вiд чого-небудь вiдштов-
хуватися, надаючи вашому тiлу силу mω2r в напрямку до осi, де
m — маса вашого тiла, ω — кутова швидкiсть обертання, а r —
вiдстань вiд вас до осi обертання. Iншим прикладом може бути
система вiдлiку, що нерухомо пов’язана з лiтаком, який швидко
набирає швидкiсть при зльотi. Завдяки прискоренню вас прити-
скає назад, до сидiння, а сила, дiюча з боку спинки сидiння, утри-
мує вас в станi спокою щодо цiєї системи. Якби ви знаходилися в
станi рiвномiрного руху або спокою щодо системи вiдлiку, що не
має прискорення, то для цього не вимагалося б нiякої сили. Але
якщо ви хочете знаходитися в станi спокою щодо системи вiдлiку,
що рухається з прискоренням, то ви повиннi прикладати силу або
зазнавати дiю сили з боку iншого тiла. Вам потрiбен мотузок, щоб
утриматися, або сидiння, щоб притискатися до нього. Рух (його
характер) в системах вiдлiку, що рухаються з прискоренням, вi-
дiграє важливу роль у фiзицi. Такi системи вiдлiку називаються
н е i н е р ц i а л ь н ими. Особливо важливо зрозумiти характер ру-
ху тiл в системi вiдлiку, що обертається, (практичне застосування
- центрифуга), хоча б тому, що ми з вами знаходимося якраз в
такiй системi вiдлiку (на Землi), але цього ми поки робити не бу-
демо i спробуємо вiдповiсти на питання, з якою точнiстю ту або
iншу систему вiдлiку можна вважати iнерцiйною.

Зрозумiло, що наша Земля не є iнерцiйною системою вiдлiку
(є неiнерцiйною), оскiльки вона обертається навколо власної осi.
Через це точка на екваторi має доцентрове прискорення

a =
v2

R
= ω2R ' 3, 4 · 10−2 м

с2
, (2.4)
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де кутова швидкiсть обертання Землi ω i радiус Землi рiвнi

ω =
2π

8, 6 · 104 с︸ ︷︷ ︸
доба

≈ 0, 73 · 10−4 c−1, R ' 6, 4 · 106 м. (2.5)

В результатi доцентрове прискорення виявляється рiвним прибли-
зно 3,4·10−2м/с2. Це складає близько 0,3% вiд прискорення вiль-
ного падiння g ≈ 9.8м/с2, що з точки зору прецизiйних фiзичних
вимiрювань є величезною величиною, котру необхiдно враховува-
ти при розрахунках. Iз-за цього прискорення сили тяжiння, що
спостерiгається на Пiвнiчному полюсi, бiльше за прискорення си-
ли тяжiння, що спостерiгається на екваторi.

Прискорення, що розвивається за рахунок руху Землi по орбi-
тi навколо Сонця є на порядок меншим. А прискорення, шо отри-
мується внаслiдок обертання Сонця iз планетами навколо центра
Галактики, настiльки мале, що систему вiдлiку, пов’язану iз не-
рухомими зiрками, вважають iнерцiйною з дуже добрим ступенем
точностi.

Якщо iснує хоча б одна iнерцiйна система, то таких систем
має бути нескiнченно багато, оскiльки будь-яка система, що ру-
хається з постiйною швидкiстю щодо iнерцiйної, теж є iнерцiй-
ною. Iснує фундаментальний фiзичний принцип, який називає-
ться п р и н ц и п ом в i д н о с н о с т i Г а л i л е я1: основнi закони фi-
зики однаково формулюються для всiх систем вiдлiку, якi руха-
ються одна вiдносно iншої з постiйною швидкiстю (тобто без
прискорення).

Згiдно цьому принципу, спостерiгач, що знаходиться в кабiнi
без вiкон, не може експериментально визначити, покоїться вiн або
знаходиться в рiвномiрному прямолiнiйному русi щодо нерухомих
зiрок. Тiльки дивлячись у вiкно i маючи, таким чином, нагоду по-
рiвнювати свiй рух з рухом зiрок, спостерiгач може сказати, що
вiн рiвномiрно рухається щодо них. Але навiть i тодi вiн не мiг би
вирiшити, чи сам вiн рухається або рухаються зiрки. Принцип вiд-
носностi Галiлея був одним з перших основних принципiв фiзики.
Вiн є основним для картини Всесвiту, запропонованої Ньютоном.
Цей принцип витримав багаторазову експериментальну перевiр-
ку i служить зараз одним iз нарiжних каменiв спецiальної теорiї
вiдносностi.

1За часiв Галiлея пiд законами фiзики розумiлися, в основному, закони ме-
ханiки. Лише пiзнiше цей принцип був об’єднаний iз скiнченнiстю швидкостi
розповсюдження взаємодiй i став називатися п р и н цип ом в i д н о с н о с т i
Е й ншт е й н а. В часи ж Галiлея швидкiсть розповсюдження взаємодiй вва-
жалася нескiнченною.
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2.2 Закон збереження iмпульсу. Рух центра
мас

Другий закон Ньютона можна записати у такому виглядi:

dp

dt
= F , (2.6)

де p = mv — iмп у л ь с.
При цьому ми вважали, що маса частинки m вiд швидкостi (i

вiд часу) не залежить:

ma = m
dv

dt
=

d(mv)
dt

=
dp

dt
. (2.7)

Розглянемо, наприклад, вiльний рух двох тiл з масами m1 i m2,
пов’язаних одне з одним пружиною, яку для простоти вважати-
мемо невагомою (рис. 2.1). На цю систему не дiють зовнiшнi си-
ли2, тому, згiдно першого закону Ньютона, система повинна або
знаходитися у спокої, або рухатися з постiйною за величиною i
напрямом швидкiстю. Але швидкiсть кожного з тiл в процесi ру-
ху складним чином змiнюється за величиною i напрямом, оскiль-
ки система одночасно скоює п о с т у п а л ь н и й, к о л и в а л ь н и й i
о б е р т а л ь н и й рухи. Значить, перший закон Ньютона застосов-
ний не до всiх точок системи. А тодi де ж знаходиться та точка,
яка рухається з постiйною швидкiстю? Вона iснує (хоча б одна),
iнакше перший закон Ньютона не був би справедливим. Щоб вiд-
повiсти на поставлене питання, запишемо рiвняння, що виражає
другий закон Ньютона, для кожної з матерiальних точок 1 i 2:

dp1

dt
= F 12,

dp2

dt
= F 21, (2.8)

де F 12 — сила, що дiє з боку другої частинки на першу, а F 21
— сила, що дiє з боку першої на другу. Згiдно третього закону
Ньютона, цi сили рiвнi за значенням i протилежнi за напрямком:

F 12 = −F 21. (2.9)

Пiдставивши рiвняння (2.8) у (2.9), отримаємо:

dp1

dt
+

dp2

dt
= F 12 + F 21 = 0. (2.10)

2Введемо поняття з амкн е н о ї с и с т еми, пiд якою будемо розумiти су-
купнiсть матерiальних точок, якi взаємодiють мiж собою i не взаємодiють з
оточуючими тiлами.
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Рисунок 2.1

Рiвняння (2.10) запишемо у виглядi

d

dt
(p1 + p2) = 0. (2.11)

В результатi отримуємо з а к о н з б е р еж е н н я i м п у л ь с у си-
стеми двох тiл

p1 + p2 = const. (2.12)
Пiдставляючи вираз для iмпульсу частинок, отримуємо

m1v1 + m2v2 = const або (2.13)

m1
dr1

dt
+ m2

dr2

dt
= const або (2.14)

d(m1r1)
dt

+
d(m2r2)

dt
= const або (2.15)

d

dt
(m1r1 + m2r2) = const. (2.16)

Подiливши обидвi частини на сумарну масу m = m1 + m2, отри-
муємо рiвняння

d

dt

(
m1r1 + m2r2

m1 + m2

)
=

const
m1 + m2

= const. (2.17)

Введемо вектор
Rc ≡ m1r1 + m2r2

m1 + m2
. (2.18)

Точку з радiус-вектором Rc називають ц е н т р ом i н е р ц i ї (або
ц е н т р ом ма с) системи двох матерiальних точок. З рiвняння
(2.17) бачимо, яким би складним не був рух кожної з мас, похiдна
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dRc/dt = const. Таким чином, центр iнерцiї рухається iз сталою
швидкiстю (незалежно вiд коливального i обертального рухiв си-
стеми). Позначимо цю швидкiсть як V c:

dRc

dt
= V c. (2.19)

Пiдставляючи вираз для Rc i диференцiюючи, отримаємо

d

dt

(
m1r1 + m2r2

m1 + m2

)
=

m1v1 + m2v2

m1 + m2
= V c. (2.20)

Ця формула визначає швидкiсть центра iнерцiї V c через маси
i швидкостi частинок, що складають систему. До руху саме цiєї
точки вiдноситься перший закон Ньютона, i швидкiсть цiєї точки
треба вважати швидкiстю руху системи як цiлого3. Iмпульс си-
стеми як цiлого рiвний добутку сумарної маси системи m1 + m2
на її швидкiсть V c, тобто (m1 + m2)V c. З iншого боку,

(m1 + m2)V c = m1v1 + m2v2 = p1 + p2 (2.21)

i iмпульс системи виявляється рiвним сумi iмпульсiв складаючих
систему частинок. Таким чином, iмпульс — величина адитивна,
як i маса тiла. Ми показали, що у вiдсутностi зовнiшнiх сил iм-
пульс не змiнюється з часом, тобто зберiгається. Очевидно, все це
вiдноситься i до системи з б́iльшою кiлькiстю матерiальних точок.

Якщо на систему дiють зовнiшнi сили, наприклад на перше тi-
ло F 1, а на друге F 2, то рiвняння руху для кожної з матерiальних
точок запишуться у виглядi

dp1

dt
= F 12 + F 1,

dp2

dt
= F 21 + F 2,

(2.22)

Додавши цi рiвняння, отримаємо

d

dt
(p1 + p2) = F 1 + F 2 або

m
dV c

dt
= F 1 + F 2.

(2.23)

3В системi вiдлiку, що рухається iз швидкiстю V c, iмпульс системи мате-
рiальних точок дорiвнює нулю.
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dr

F

Рисунок 2.2

Центр мас системи рухається як матерiальна точка, маса
якої рiвна сумарнiй масi всiєї системи, а дiюча сила – геометри-
чнiй сумi всiх зовнiшнiх сил, дiючих на систему.

Прикладом може бути рух снаряда по параболi в безповiтряно-
му просторi. Якщо в який-небудь момент часу снаряд розiрветься
на дрiбнi осколки, то цi осколки далi розлiтатимуться в рiзнi бо-
ки. Проте центр мас осколкiв i газiв, що утворилися при вибуху,
продовжуватиме свiй рух по параболiчнiй траєкторiї, неначебто
нiякого вибуху не було.

2.3 Робота. Кiнетична енергiя
Як вiдомо, работа — це скалярна величина, що дорiвнює добутку
сили на перемiщення i на косинус кута мiж ними (рис. 2.2). Для
скiнченого перемiщення ∆r маємо

∆A = F ·∆r = F∆r cosα, (2.24)

де ми використали поняття скалярного добутку двох векторiв.
В загальному випадку, коли матерiальна точка, рухаючись по

криволiнiйнiй траєкторiї L, проходить шлях скiнченої довжини,
цей шлях можно подiлити на нескiнченно малi промiжки, на ко-
жному з яких силу F можна наближено вважати сталою, а еле-
ментарну роботу можна буде порахувати за формулою dA = F ·dr.
Якщо додати елементарнi роботи, то отримаємо вираз для роботи
у виглядi iнтегралу:

A =
∫

L
F · dr. (2.25)

Цей вираз називається криволiнiйним iнтегралом вiд вектора F
вздовж кривої L.

Робота сили, вiднесена до одиницi часу, називається потужнi-
стю:

P =
dA

dt
, (2.26)
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отже dA = Pdt i

A =
∫ t2

t1

Pdt. (2.27)

Оскiльки dr/dt = v тодi формулу для роботи можна переписати
у виглядi

A =
∫

L
F · dr =

∫ t2

t1

F · vdt, (2.28)

тобто можна виразити роботу через iнтеграл вiд потужностi за
часом, або через iнтеграл за часом вiд скалярного добутку сили на
швидкiсть частинки. В останньому випадку ясно, що якщо сила,
дiюча на частинку, перпендикулярна швидкостi v, то робота такої
сили рiвна нулю.

Скористаємося тепер формулою другого закону Ньютона i ви-
разимо силу через похiдну вiд iмпульсу за часом F = dp/dt, тодi

A =
∫

F · vdt =
∫

dp

dt
· vdt =

∫
dp · v. (2.29)

Оскiльки p = mv, то dp = mdv. Тому

A =
∫

dp · v =
∫

mdv · v = m

∫
v · dv =

mv2

2
+ const. (2.30)

Якщо розглядати роботу сили по перемiщенню матерiальної то-
чки з положення 1 в положення 2, шукана робота буде рiвна

A =
∫ 2

1
dp · v = m

∫ 2

1
v · dv =

mv2

2

∣∣∣∣
2

1

=
mv2

2

2
− mv2

1

2
. (2.31)

Як вiдомо, скалярна величина

K =
mv2

2
(2.32)

називається к i н е т и ч н ою е н е р г i єю частинки. Таким чином,
ми довели, що робота по перемiщенню матерiальної точки до-
рiвнює приросту її кiнетичної енергiї.

При цьому пiд силою треба розумiти рiвнодiйну сил, дiючих на
точку. Так, наприклад, якщо ви тягнете санки по не дуже слизь-
кiй дорозi (посипанiй пiском), то робота, яку ви виконуєте, вiдмiн-
на вiд нуля. Проте нiякого приросту кiнетичної енергiї санок не
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вiдбувається. Вся рiч у тому, що сила тертя теж виконує роботу
(негативну).

Отриманий результат може бути узагальнений на випадок до-
вiльної системи матерiальних точок. Кiнетичною енергiєю систе-
ми називається сума кiнетичних енергiй матерiальних точок, з
яких складається ця система:

K =
∑

i

miv
2
i

2
. (2.33)

В результатi: сумарна робота всiх сил, дiючих на систему мате-
рiальних точок, рiвна приросту кiнетичної енергiї цiєї системи.

При цьому потрiбно враховувати також i роботу всiх внутрi-
шнiх сил. Порiвняйте: внутрiшнi сили сумарний iмпульс системи
не змiнюють (тiльки зовнiшнi), а кiнетичну енергiю системи змi-
нюють. Наприклад, в процесi зiткнення iснує момент, коли два тi-
ла, що стикаються, зупиняються. Кiнетична енергiя системи у цей
момент рiвна нулю, а енергiя пружної деформацiї максимальна.
Якщо зiткнення пружне, то пiсля нього кiнетична енергiя, зро-
зумiло, вiдновлюється i залишається такою ж, як i до зiткнення.

2.4 Потенцiальна енергiя. Консервативнi,
неконсервативнi сили. Закон збереження
енергiї

Всi сили, що зустрiчаються в механiцi макроскопiчних тiл, прийня-
то подiляти на к о н с е р в а т и в н i i н е к о н с е р в а т и в н i. Консе-
рвативними називаються сили, робота яких не залежить вiд
форми шляху мiж двома точками (при перемiщеннi тiла мiж
ними) (рис. 2.3). Прикладом консервативних сил є сила тяжiн-

a

b

c

2

1

A a12(  ) = A b A c12 12(  ) = ( )

Рисунок 2.3

ня. Обчислимо роботу цiєї сили при переходi матерiальної точки
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масою m з положення 1 в положення 2 уздовж прямолiнiйного
вiдрiзка r12 (рис. 2.4, a):

A12 = mg ·r12 = mgr12 cosα = mg(h1−h2) = mgh1−mgh2, (2.34)

де h1 i h2 — висоти, на яких знаходилась матерiальна точка на
початку та в кiнцi шляху. Вони вiдлiчуються вiд якого-небудь до-
вiльного рiвня, наприклад вiд земної поверхнi або вiд рiвня моря.

Формула для роботи A12 = mgh1−mgh2 залишається вiрною i
при перемiщеннi уздовж кривої 1a2 або 1b2 (рис. 2.4, б). Щоб до-
вести це твердження треба подiлити весь шлях горизонтальними
площинами на дрiбнi дiлянки, кожна з яких може бути прийнята
за прямолiнiйну. Застосувавши до кожної дiлянки виведену фор-
мулу A12 = mgh1−mgh2 i додавши отриманi роботи, ми прийдемо
до попереднього результату. Таким чином, робота сили тяжiння
не залежить вiд шляху, вона визначається лише початковим
та кiнцевим положеннями рухомої матерiальної точки (тiла).
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Рисунок 2.4

Крiм того, порiвнюючи

A12 =
mv2

2

2
− mv2

1

2
i A12 = mgh1 −mgh2,

приходимо до висновку, що

mgh1 +
mv2

1

2
= mgh2 +

mv2
2

2
,

тобто при русi в полi тяжiння зберiгається величина

E = mgh +
mv2

2
= const, (2.35)
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яка називається п о в н ою е н е р г i єю системи i складається з
к i н е т и ч н о ї i п о т е н ц i а л ь н о ї енергiї. Пiд потенцiальною енер-
гiєю тут розумiємо величину U = mgh.

Iншим прикладом консервативних сил є так званi централь-
нi сили. Так називається сила, яка завжди напрямлена вздовж
радiус-вектора, що сполучає матерiальну точку з деякою точкою
в просторi, i залежить тiльки вiд вiдстанi до цiєї точки (рис. 2.5;
точка O — силовий центр, сили F1(r10) i F2(r20) залежать лише
вiд вiдстанi до центра). Сама ця точка називається центром си-
ли, або силовим центром. Прикладом таких сил можуть служити
сили тяжiння Землi до Сонця (або Мiсяця до Землi).

r
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1 2
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O

òðàºêòîð³ÿ
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i ¿ r
20

F
2

Рисунок 2.5

Розглянемо замкнутий контур, що проходить через точки 1 i
2 (рис. 2.6). Якщо сила консервативна, то A132 = A142. Якщо ми
змiнимо напрям руху i будемо рухатися не вiд 1 до 2, а вiд 2 до 1,
на кожному вiдрiзку нашого шляху сила буде тiєю ж самою, але
перемiщення змiнить свiй знак, тобто A241 = −A142, в результатi
A132 + A241 = 0, приходимо до важливого результату робота кон-
сервативних сил по замкненому контуру рiвна нулю. Всi сили,

2

1

A
132

+ A
241

= 0

3

4

Рисунок 2.6

що не є консервативними, називають неконсервативними сила-
ми. До них вiдносяться, перш за все, так званi дисипативнi сили,
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наприклад сили тертя, що виникають при ковзаннi одного тiла по
поверхнi iншого. Сила тертя в цьому випадку завжди напрямлена
проти швидкостi руху, тобто проти перемiщення тiла. I якщо тiло
змiстилося, а потiм повернулося назад, то очевидно, що сумарна
робота буде величиною вiд’ємною i не рiвною нулю. Таким чи-
ном, робота сили тертя ковзання при русi по замкнутому контуру
не рiвна нулю! До неконсервативних сил вiдносяться також сили
опору, якi дiють на тiло при його русi в рiдкому або газоподiбному
середовищi. Цi сили називають силами в’язкого тертя. На вiдмi-
ну вiд сил тертя ковзання, вони завжди залежать вiд абсолютної
величини швидкостi тiла i напрямленi протилежно до неї.

Ще один вид неконсервативних сил – гiроскопiчнi сили. Вони
залежать вiд швидкостi матерiальної точки i напрямленi перпен-
дикулярно до неї. Тому робота таких сил завжди рiвна нулю. Єди-
ним прикладом гiроскопiчних сил в iнерцiйних системах вiдлiку є
сила Лоренца, що дiє на заряджену рухому частинку в магнiтному
полi.

Якщо на систему дiють лише консервативнi та гiроскопiчнi си-
ли, для неї можна ввести поняття потенцiальної енергiї. Будь-яке
довiльне положення системи, що характеризується заданням ко-
ординат її матерiальних точок, умовно приймемо за нульове. Ро-
бота, що скоюється консервативними силами пiд час переходу
системи з деякого положення в нульове, називається потенцi-
альною енергiєю U системи в цьому положеннi (див. рис. 2.7).

2

1
U = A(1) 10

0

U = A(2) 20

Рисунок 2.7

Робота консервативних сил не залежить вiд шляху переходу,
а тому потенцiальна енергiя системи при фiксованому нульовому
положеннi залежить лише вiд координат матерiальних точок си-
стеми в даному положеннi. Iнакше кажучи, потенцiальна енергiя
системи U є функцiєю тiльки її координат.

Значення потенцiальної енергiї залежить вiд того, яке поло-
ження системи прийнято за нульове. Якщо за нульове прийнято
положення O (рис. 2.8, a), то в положеннi 1 система буде володiти
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потенцiальною енергiєю U = A1O, що дорiвнює роботi консерва-
тивних сил при переходi системи з положення 1 в положення О.
Якщо за нульове прийняти положення O′, потенцiальна енергiя
буде рiвна U ′ = A1O′ . Внаслiдок консервативностi сил, якi дiють
у системi, робота вздовж шляху 1O′ рiвна роботi вздовж шляху
1OO′: A1O′ = A1O + AOO′ , або U ′ = U + AOO′ . Робота AOO′ стала,
тобто не залежить вiд координат системи в дослiджуваному станi
1. Вона повнiстю визначається вибором нульових положень O i O′.
Ми бачимо, що при замiнi одного нульового положення iншим по-
тенцiальна енергiя системи змiнюється на сталу величину. Неви-
значенiсть можна пiдсилити ще бiльше, якщо умовитися рахувати
потенцiальну енергiю в нульовому положеннi рiвною не нулю, а
якому-небудь постiйному довiльному значенню. Тодi в приведе-
ному вище визначеннi замiсть потенцiальної енергiї слiд говорити
про її рiзницю в двох положеннях. Рiзницею потенцiальних енер-
гiй в даному i нульовому положеннях називається робота, що
виконується консервативними силами пiд час переходу системи
з даного положення в нульове. Таким чином, потенцiальна енергiя
визначена не однозначно, а з точнiстю до довiльної постiйної. Це
свавiлля не може вiдобразитися на фiзичних висновках, оскiль-
ки хiд фiзичних явищ залежить не вiд абсолютних значень самої
потенцiальної енергiї, а лише вiд її рiзницi в рiзних станах.

Нехай система перейшла з положення 1 в положення 2 по де-
якiй траєкторiї 1-2. Як видно з рис. 2.8, б, A12 = A1O + AO2 =
A1O −A2O = U1 − U2 = −(U2 − U1), тобто робота консервативних
сил рiвна зменшенню потенцiальної енергiї системи. З iншого бо-
ку робота сили рiвна приросту кiнетичної енергiї системи (2.31):
A12 = U1 − U2 = K2 −K1. Таким чином,

K1 + U1 = K2 + U2. (2.36)

Сума кiнетичної i потенцiальної енергiї системи називається її
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п о в н ою е н е р г i єю E. Ми отримали E1 = E2 або

E ≡ K + U = const. (2.37)

В системi з одними тiльки консервативними (i гiроскопiчними)
силами повна енергiя залишається незмiнною. Можуть вiдбу-
ватися лише перетворення потенцiальної енергiї в кiнетичну i
навпаки, але повна енергiя системи змiнитися не може. Це по-
ложення називається з а к о н ом з б е р еж е н н я е н е р г i ї в меха-
нiцi.

Приклади потенцiальної енергiї в деяких найпростiших випад-
ках:

— U = mgh — потенцiальна енергiя однорiдного поля тяжi-
ння. Нульове положення h = 0.

— U = kx2/2 — потенцiальна енергiя розтягнутої пружини.
Нульове положення x = 0.

— U = −GMm/r — потенцiальна енергiя гравiтацiйного тя-
жiння двох точкових мас m i M . За нульове положення
прийнято нескiнченно вiддалену точку.

2.5 Сили i потенцiальна енергiя

Знаючи силу як функцiю координат матерiальної точки F (x, y, z),
можна шляхом iнтегрування (знаходження роботи) визначити по-
тенцiальну енергiю системи

U1 = U(x, y, z)− U(0) = A10 = −A01 = −
∫ 1

0
F · dr. (2.38)

Обернена задача: визначити дiючу силу F (x, y, z) за заданою
потенцiальною енергiєю U(x, y, z). Її розв’язуємо диференцiюван-
ням. Нехай точка зазнала довiльного нескiнченно малого перемi-
щенн dr. Якщо F — сила, що на неї дiє, то робота цiєї сили по
перемiщенню дорiвнює зменшенню потенцiальної енергiї:

F dr = −dU. (2.39)

Для знаходження вектора F достатньо знайти його проекцiї Fx,
Fy, Fz на координатнi осi прямокутної системи координат. В про-
екцiях рiвняння (2.39) виглядає так:

Fxdx + Fydy + Fzdz = −dU. (2.40)
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Припустимо, що перемiщення вiдбувається вздовж якої-небудь ко-
ординатної осi, наприклад осi X. Тодi

Fxdx = −dU |y,z,

отже
Fx = −dU

dx

∣∣∣∣
y,z=const

≡ −∂U

∂x
(2.41)

— (частинна похiдна), аналогiчно

Fy = −∂U

∂y
, Fz = −∂U

∂z
. (2.42)

Таким чином, компоненти сили можна знайти, диференцiюючи
потенцiальну енергiю системи по координатах x, y i z.

Формули (2.41), (2.42) можна об’єднати в одну векторну фор-
мулу, перемноживши проекцiї сили на вiдповiднi орти координа-
тних осей:

F = Fxi + Fyj + Fzk = −∂U

∂x
i− ∂U

∂y
j − ∂U

∂z
k =

= −
(

∂U

∂x
i +

∂U

∂y
j +

∂U

∂z
k

)
= −gradU,

(2.43)

де символом gradU позначена сума

gradU ≡ ∂U

∂r
≡ ∂U

∂x
i +

∂U

∂y
j +

∂U

∂z
k, (2.44)

Вектор, якiй визначається спiввiдношенням (2.44) називається гра-
дiєнтом скалярної величини U . Градiєнтом скалярної величини
називається вектор, напрямок якого спiвпадає з напрямком най-
швидшого зростання цiєї скалярної величини, i за абсолютним
значенням рiвний похiднiй за цим напрямком. Градiєнт у кожнiй
точцi скалярного поля перпендикулярний до поверхнi рiвня, яка
проходить через цю точку. Отже, згiдно (2.43), сила дорiвнює
градiєнту потенцiальної енергiї з протилежним знаком. Знак "−"
вказує на те, що вектор консервативної сили, з якою дiє потен-
цiальне поле, напрямлений у протилежний бiк до градiєнта по-
тенцiальної енергiї, тобто, система намагається зайняти положен-
ня з мiнiмальною потенцiальною енергiєю (в полi тяжiння Землi
(U = mgh) тiло рухається вниз, намагаючись зайняти положення
з h = 0; розтягнута або стиснута пружина (U = kx2/2) намагає-
ться вернутися в стан рiвноваги з x = 0).
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2.6 Моменти сили i iмпульсу вiдносно неру-
хомого центра

Нехай О — будь-яка точка, вiдносно якої розглядається момент
вектора сили або вектора iмпульсу. Її називають полюсом. Позна-
чимо буквою r радiус-вектор, проведений з цiєї точки в точку
прикладання сили F (рис. 2.9). Мом е н т ом с и л и F вiдносно
точки О називають векторний добуток радiус-вектора r на силу
F :

M = [r × F ]. (2.45)

M r F=[ ]´

r

F

Î

Рисунок 2.9

Якщо F = F1 +F2, на пiдставi вiдомої властивостi векторного
добутку можна записати

[r × F ] = [r × F1] + [r × F2]. (2.46)

Це означає, що момент рiвнодiючої двох або декiлькох сил вiд-
носно деякого центра дорiвнює геометричнiй сумi моментiв сил
вiдносно цього ж центра.

Аналогiчно визначається момент iмпульсу p матерiальної то-
чки вiдносно полюса O :

L = [r × p]. (2.47)

Доцiльнiсть введення цих двох понять виправдовується тим,
що моменти iмпульсу i сили пов’язанi мiж собою важливим спiв-
вiдношенням, котре виводиться з рiвнянь Ньютона. Будемо вва-
жати, що центр О нерухомий. Диференцiюючи вираз (2.47) за
часом, отримаємо

dL

dt
=

[
dr

dt
× p

]
+

[
r × dp

dt

]
. (2.48)
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Оскiльки центр O нерухомий, похiдна dr/dt — це швидкiсть ма-
терiальної точки, яка пов’язана з її iмпульсом спiввiдношенням

p = mv, то
[
dr

dt
× p

]
= 0 як векторний добуток колiнеарних ве-

кторiв dr/dt = v i p = mv. Другий доданок формули (2.48) можна

перетворити за допомогою рiвняння Ньютона
dp

dt
= F . Тодi отри-

муємо
dL

dt
= [r × F ] або

dL

dt
= M . (2.49)

Це спiввiдношення називається р i в н я н н ям мом е н т i в: похi-
дна за часом вiд моменту iмпульсу матерiальної точки вiдносно
нерухомого центра рiвна моменту дiючої сили вiдносно того ж
самого центра. При отриманнi формули не вважалося, що маса
m залишається сталою. Тому рiвняння (2.49) справедливе також
i у релятивiстськiй механiцi.

Спiввiдношення моментiв (2.49) можна узагальнити на випа-
док довiльної системи матерiальних точок. Моментом iмпульсу
системи матерiальних точок вiдносно деякого центра називає-
ться векторна сума моментiв iмпульсiв усiх матерiальних то-
чок системи вiдносно того ж центра:

L =
∑

i

Li = L1 + L2 + . . . . (2.50)

Аналогiчно момент усiх сил, що дiють на систему матерiаль-
них точок, визначається як векторна сума моментiв окремих сил:

M =
∑

i

M i = M1 + M2 + . . . . (2.51)

Вважаючи центр нерухомим, запишемо рiвняння моментiв для
кожної матерiальної точки i векторно додамо їх. Ми знову отри-
маємо спiввiдношення (2.49), але вже для системи матерiальних
точок. Як зрозумiло з виводу, пiд M треба розумiти момент усiх
сил, як зовнiшнiх так i внутрiшнiх. Однак внутрiшнi сили можна
не брати до уваги, оскiльки їх повний момент вiдносно будь-якого
центра дорiвнює нулю. Це пояснюється тим, що внутрiшнi сили
завжди дiють попарно: силi Fik, з якою k-та точка дiє на i-ту вiд-
повiдає рiвна i протилежна за напрямком сила Fki, з якою i-та
точка дiє на k-ту. Сумарний момент цих сил дорiвнює нулю.
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Таким чином замiсть рiвняння (2.49) ми отримуємо бiльш за-
гальний результат:

dL

dt
= M зовн, (2.52)

тобто, похiдна за часом вiд моменту iмпульсу (або швидкiсть
змiни моменту iмпульсу) системи матерiальних точок вiдносно
довiльного нерухомого центра рiвна геометричнiй сумi моментiв
всiх зовнiшнiх сил вiдносно того ж самого центра.

Якщо момент зовнiшнiх сил вiдносно нерухомого центра O
рiвний нулю, то момент iмпульсу системи вiдносно того ж
центра залишається сталим в часi. Це положення називається
з а к о н ом з б е р еж е н н я мом е н т у i м п у л ь с у (L = const).

2.7 Запитання для самоконтролю
1 Сформулюйте закони Ньютона.

2 Якi системи вiдлiку називають iнерцiальними? Наведiть при-
клади неiнерцiальних систем вiдлiку.

3 Сформулюйте принцип вiдносностi Галiлея.

4 Що називається замкненою системою?

5 Запишiть вирази для координат i швидкостi центра мас.

6 В чому вiдмiннiсть центра мас вiд всiх iнших точок системи?

7 Якi сили називаються консервативними (неконсервативни-
ми)? Наведiть приклади неконсервативних сил.

8 Сформулюйте закон збереження енергiї.

9 Що називається градiєнтом?

10 Сформулюйте рiвняння моментiв.

11 Сформулюйте закон збереження моменту iмпульсу.
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Приклад. Обчислити прискорення, з яким повинен їхати автомобiль
масою m вниз по плитi, щоб ця плита повзла вгору рiвномiрно по по-
хилiй площинi клина. Маса плити дорiвнює M , коефiцiєнт тертя плити
по клину k, кут нахилу площини α.

Вниз у напрямi похилої площи на плиту дiє складова сили тяжiння
цiєї плити (рис. 2.10):

f1 = Mg sinα, (2.53)
а також сила тертя клина

T = kN, (2.54)
де k — коефiцiєнт тертя, а N — нормальний тиск плити i автомобiля
разом на клин, тобто

N = (m + M)g cosα. (2.55)

Повна сила, що дiє на плиту вниз у напрямi похилої площини, дорiв-
нює f1 +T . Щоб плита рухалась рiвномiрно, треба, щоб дiя сили f1 +T
була скомпенсована такою самою за величиною силою, напрямленою
вгору (паралельно похилiй площинi). Ця остання може бути тiльки си-
лою дiї колiс автомобiля на плиту. Отже, в напрямi похилої площини
вгору автомобiль дiє на плиту з силою f1 + T .

Згiдно III-го закону Ньютона, в напрямi похилої площини плита дiє
на колеса автомобiля з силою f1 +T , напрямленою вниз. Крiм цiєї сили,
на автомобiль вниз паралельно похилiй площинi дiє ще складова сили
тяжiння автомобiля:

f2 = mg sin α. (2.56)
Повна сила прикладена до автомобiля в напрямi його руху, дорiвнює

F = f1 + T + f2; на пiдставi (2.53)–(2.56) знаходимо:

F = g(m + M)(sinα + k cos α). (2.57)

Подiливши цю силу на масу автомобiля, знайдемо (за II-им законом
Ньютона) прискорення автомобiля:

a =
F

m
= g

(
1 +

M

m

)
(sinα + k cosα). (2.58)

Рисунок 2.10
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Як бачимо, прискорення автомобiля не залежить вiд коефiцiєнта
тертя мiж колесами автомобiля i плитою, який, проте, повинен бути
вiдмiнним вiд нуля.

Задача ця цiкава тим, що при її розв’язуваннi довелося застосувати
вiдразу всi закони Ньютона.

38



Роздiл 3
Механiка суцiльних середовищ
Деформацiї твердого тiла: розтяг (стиск), зсув; пружнiсть, пла-
стичнiсть та текучiсть; закон Гука; рiдина в полi сил тяжi-
ння; рiвняння нерозривностi; стацiонарний рух iдеальної рiди-
ни, рiвняння Бернуллi; формула Торiчеллi; види та сили тертя;
течiя в’язкої рiдини, формула Пуазейля; закони гiдродинамiчної
подiбностi.

Деформацiї твердого тiла. В механiцi твердого тiла передба-
чалося, що пiд дiєю прикладених сил в тiлi виникають деформацiї,
проте вони не враховувалися при описi руху цього тiла як цiлого.

В багатьох важливих випадках врахування деформацiй є ви-
значаючим, наприклад, коли йдеться про цiлу область фiзики —
про механiку суцiльного середовища — або про розрахунок мi-
цностi численних конструкцiй i деталей машин та механiзмiв, що
базується на окремiй iнженернiй науцi, званiй "опiр матерiалiв".

Розглянемо поведiнку твердих тiл, якi деформуються пiд дiєю
прикладених сил. Треба вiдзначити, що основнi положення меха-
нiки деформацiї твердих тiл, що розглядаються як суцiльнi сере-
довища, були розробленi на початку XIX ст. i складають основу
сучасної теорiї пружностi. Досвiд показує, що пiд дiєю прикла-
дених сил тiла в тому або iншому ступенi мiняють свою форму
i об’єм, що на мiкроскопiчному рiвнi означає вiдносний зсув ато-
мiв, з яких складається тiло. Для зручностi опису деформацiй
уявно розiб’ємо тiло на фiзично малi об’єми (iнодi їх називати-
мемо частинками), що мiстять, проте, велику кiлькiсть атомiв. У
вiдсутностi деформацiй атоми знаходяться в станi теплової рiвно-
ваги, а всi малi об’єми — в механiчнiй рiвновазi. Тодi сума сил i
моментiв сил, дiючих на видiлений об’єм з боку примикаючих до
нього iнших об’ємiв, буде рiвна нулю. Змiни положень атомiв при
деформацiях призводять до того, що в тiлi виникають внутрiшнi
сили або внутрiшнi напруги, якi прагнуть повернути тiло в стан
рiвноваги. Важливо вiдзначити, що внутрiшнi сили, як сили мо-
лекулярної взаємодiї, є короткодiючими. Тiльки сусiднi атоми або
молекули ефективно взаємодiють мiж собою. Це спрощує ситуа-
цiю, оскiльки дозволяє вважати, що сили, дiючi на малий об’єм,
прикладенi до обмежуючої його поверхнi.
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3.1 Елементарнi деформацiї. Коефiцiєнт Пу-
ассона

При всьому рiзноманiттi випадкiв довiльну деформацiю тiла мо-
жна звести до двох елементарних деформацiй — розтягування
(стиснення) i зсуву. Звернемося до дослiду. Закрiпимо один кi-
нець гумового шнура завдовжки l, що має квадратний перетин,
i потягнемо за iнший кiнець з постiйною силою. Шнур прийде в
нове положення рiвноваги з довжиною l1 > l (рис. 3.1, a). Таку
найпростiшу деформацiю можна охарактеризувати в i д н о с н им
в и д о вжен ям

ε =
l1 − l

l
. (3.1)

При цьому розтягу вiдповiдає позитивне значення ε (ε > 0), а сти-
ску — вiд’ємне значення (ε < 0). Деформацiю зсуву можна спосте-

a á

Рисунок 3.1

рiгати в дослiдi з гумовим кубиком, якщо закрiпити, наприклад,
його нижню грань, а до верхньої гранi прикласти дотичну силу
(рис. 3.1, б ). Деформацiя в цьому випадку характеризуватиметься
параметром

γ = tg α, (3.2)
що залежить вiд к у т а з с у в у α, котрий у бiльшостi практично
важливих випадкiв малий, i γ ≈ α.

Вiдзначимо також вiдомий факт, що при розтягуваннi гумово-
го шнура його поперечний розмiр d зменшується до величини d1.
Таке поперечне стиснення характеризується параметром

ε⊥ =
d1 − d

d
=

∆d

d
. (3.3)

Дослiдним шляхом встановлено, що вiдношення ε⊥ до ε при-
близно однакове для рiзних деформацiй одного i того ж матерiалу.
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Тому в теорiї пружностi матерiал характеризується коефiцiєнтом
Пуассона

µ = −ε⊥
ε

. (3.4)

Яке чисельне значення коефiцiєнта Пуассона? Щоб вiдповiсти
на це питання, пiдрахуємо змiну об’єму гумового шнура.

Об’єм недеформованого шнура V = ld2, пiсля деформацiї об’-
єм шнура

V1 = l1d
2
1 = l(1 + ε)d2(1 + ε⊥)2 ≈ V (1 + ε + 2ε⊥).

В останньому виразi ми нехтували малими величинами ε2
⊥, 2εε⊥

та εε2
⊥.

З урахуванням (3.4) вiдносна змiна об’єму запишеться у ви-
глядi

∆V

V
=

V1 − V

V
≈ ε + 2ε⊥ = ε(1− 2µ). (3.5)

Оскiльки при розтягу (ε > 0) об’єм нiколи не зменшується (∆V
завжди > 0; при розтягу вiдстань мiж атомами збiльшується), то
0 < µ < 1/2.

Для iзотропних матерiалiв, що мають однаковi механiчнi вла-
стивостi у всiх напрямах, коефiцiєнт Пуассона 1/4 < µ < 1/3,
зокрема, для бiльшостi металiв µ = 3/10.

3.2 Пружнi тiла
Як вже наголошувалося вище, при деформацiях виникають вну-
трiшнi напруги, якi, в загальному випадку, залежать не тiльки
вiд деформацiй, але i вiд швидкостей, з якими цi деформацiї вiд-
буваються. В цьому легко переконатися, якщо узяти полiмерну
речовину, яка в звичайних умовах поволi розтiкається подiбно ма-
стицi. Можна без особливих зусиль змiнити її форму, якщо робити
це поволi. Проте, якщо з цiєї речовини вилiпити кульку, то легко
побачити, що така кулька володiє добрими пружними властиво-
стями, пiдскакуючи пiсля удару об пiдлогу практично на ту ж
висоту, з якою вiн був кинутий без початкової швидкостi. Цей
дослiд показує, що напруги, подiбно силам в’язкого тертя, зро-
стають у мiру збiльшення швидкостi деформацiї. У рядi практи-
чно важливих випадкiв напруги визначаються тiльки деформацi-
ями. Такi тiла називаються а б с о лютн о п р ужними т i л ами,
або п р ужними т i л ами. Чудовою властивiстю таких тiл є зда-
тнiсть повнiстю вiдновлювати свою форму пiсля зняття зовнiшнiх
зусиль, що прикладаються до тiла.
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Розглянемо, наприклад, розтягування (або стиснення) стри-
жня (рис.3.1, a) пiд дiєю сили F , прикладеної перпендикулярно до
торцевої гранi з площею поперечного перерiзу S. При послiдовно-
му збiльшеннi навантаження спочатку деформацiї розвиваються
рiвномiрно по довжинi стрижня i ростуть пропорцiйно наванта-
женню, тобто

ε =
l1 − l

l
= χ · F

S
= χσ, (3.6)

Величина σ = F/S називається нормальною напругою в тор-
цевому перерiзi стрижня. Пропорцiйнiсть деформацiй ε вiдповiд-
ним напругам виражає з а к о н Г у к а. Коефiцiєнт пропорцiйностi
χ називається коефiцiєнтом подовження i для кожного матерiалу
визначається дослiдним шляхом. Оскiльки чисельнi значення ε
набагато меншi σ, то χ — вельми мала величина. Тому, звичайно,
вводять модуль пружностi (модуль Юнга) E = χ−1, i закон Гука
остаточно записують у виглядi

ε = σ/E або σ = εE. (3.7)

Досвiд показує, що цей закон виконується лише в певному iн-
тервалi напруг. Якщо розтягувати стрижень, послiдовно збiльшу-
ючи вiд нуля прикладену до нього силу, то кожного разу, пiсля
зняття навантаження, деформацiя зникає. Проте, при деякiй на-
прузi σ ≥ σпр з’являється помiтне залишкове подовження. Ця на-
пруга σпр називається межею пружностi. На рис. 3.2 зображена
залежнiсть деформацiї вiд напруги, так звана дiаграма напруг
або дiаграма розтягу. Слiд зазначити, що закон Гука виконується
тiльки в частинi областi пружностi — областi пропорцiйностi, ко-
ли 0 ≤ σ ≤ σп.

При зростаннi навантаження спостерiгається явище текучостi,
тобто зростання подовження зразка при постiйному навантажен-
нi σт, званому межею текучостi. Звернемо увагу на те, що течiя
матерiалу вiдбувається рiвномiрно по всiй довжинi стрижня. За
межами областi текучостi подальше подовження стрижня супро-
воджується збiльшенням σ. Проте деформацiї будуть розподiленi
вже неоднаково по довжинi стрижня (рис. 3.3) — в деякому мiсцi
можна помiтити утворення шийки. При напрузi σм, званiй межею
мiцностi, в цьому ослабленому перетинi вiдбувається розрив.

Ту напругу, яку даний матерiал може витримати на практи-
цi, не руйнуючись, називають допустимою i позначають [σ]. Ча-
сто [σ] < σп, i всi розрахунки проводять на основi закону Гука.
Щоб забезпечити мiцнiсть при всiх обставинах, допустима напру-
га вибирається як частина межi мiцностi, зокрема, для металiв
[σ] = 0, 2σм, а для дерева [σ] = 0, 1σм.
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Рисунок 3.2

Слiд зазначити, що найбiльшi деформацiї, якi може витрима-
ти матерiал, визначаються протяжнiстю областi текучостi. Якщо
область текучостi велика, то матерiал є пластичним. Такий
матерiал, як сталь, здатний витримувати великi навантаження
без руйнування. Навпаки, якщо область текучостi невелика, то
матерiал крихкий. Крихкi матерiали, наприклад, чавун, руйную-
ться при деформацiях ε ≥ εп. Проте, у рядi випадкiв i пластичнi
матерiали можуть руйнуватися при малих деформацiях ε ≈ εп
(наприклад, сталь при температурi нижче −45◦C).

Аналогiчними властивостями володiють i деформацiї зсуву.
Зокрема, в областi пропорцiйностi зв’язок мiж деформацiєю i до-
тичною напругою (рис. 3.1, б ) задається спiввiдношенням

γ =
1
G

F

S
=

στ

G
, (3.8)

Рисунок 3.3

43



в якому στ = F/S — дотична напруга, аналогiчна за змiстом вве-
денiй ранiше нормальнiй напрузi, а G — модуль зсуву, що є, як i
модуль Юнга, характеристикою матерiалу.

3.3 Рiдина i газ у станi рiвноваги
Пiд дiєю зовнiшнiх сил в рiдинах i газах, як i в твердих тiлах, мо-
жуть виникати внутрiшнi напруги. Розглядаючи рiдини i гази як
суцiльнi середовища, ми вiдзначимо, що рiдини, не маючи певної
форми, зберiгають практично незмiнним свiй об’єм. В багатьох
важливих випадках їх можна розглядати як нестискуванi. Гази ж
не мають нi певної форми, нi фiксованого об’єму.

На вiдмiну вiд твердих тiл рiдини i гази в станi рiвноваги
не володiють пружнiстю форм. Вони володiють тiльки об’ємною
пружнiстю. В станi рiвноваги напруга в рiдинi i газi завжди
нормальна площинi, на яку вона дiє. Дотичнi напруги виклика-
ють тiльки змiну форми елементарних об’ємiв тiла (зсуви), але не
змiну величини самих об’ємiв. Для таких деформацiй в рiдинах i
газах зусиль не вимагається, а тому в цих середовищах при рiвно-
вазi дотичнi напруги не виникають. В цьому можна переконатися,
примусивши, наприклад, масивне тiло, що плаває на поверхнi рi-
дини, перемiщатися уздовж поверхнi пiд дiєю скiльки завгодно
малої сили. В цiй ситуацiї дотичнi напруги, що передаються вiд
верхнього (захоплюваного тiлом) шару до нижнiх шарiв рiдини,
дуже малi. Отже, з точки зору механiки, рiдини i гази можуть
бути визначенi як такi середовища, в яких при рiвновазi дотичнi
напруги iснувати не можуть.

В рiдинi (далi цей термiн використовуватиметься i для газiв,
за виключенням тiльки окремо обумовлюваних випадкiв) при сти-
сненнi сили вiдштовхування мiж молекулами можуть бути вельми
значними. З цiєї причини говорять не про розтягуючi i зсуваючi
напруги σ, а про тиски p = −σ як про негативнi напруги.

Наслiдком вiдсутностi дотичних напруг в рiдинi є те, що в
станi рiвноваги величина нормальної напруги в рiдинi не зале-
жить вiд орiєнтацiї площадки, на котру вона дiє. Для того, щоб
це довести вiзьмемо довiльно орiєнтовану площадку, зовнiшню
нормаль до якої будемо характеризувати одиничним вектором n.
Оскiльки напруга нормальна до площадки, то її можна предста-
вити у виглядi σ = −pn. Напруги на площадках, перпендикуляр-
них до координатних осей, запишуться як σx = −pxi, σy = −pyj,
σz = −pzk, де i, j, k — координатнi орти. Тодi

pn = pxnxi + pynyj + pznzk.
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Перемноживши скалярно цi спiввiдношення на i, j, k отримаємо

p = px = py = pz. (3.9)

Звiдки бачимо, що в станi рiвноваги нормальне напруження (тиск
p) не залежить вiд орiєнтацiї площадки, на котру воно дiє. Це
— з а к о н Па с к а л я (1623–1662). Сформулюємо iнакше: тиск у
будь-якiй точцi рiдини, що перебуває у станi спокою, однаковий
у всiх напрямках i передається однаково по всьому об’єму рiдини.

Тиск, що iснує в рiдинi, обумовлений її стисненням. А оскiль-
ки дотичнi напруги не виникають, то пружнi властивостi рiдин по
вiдношенню до малих деформацiй характеризуються тiльки однi-
єю пружньою сталою — коефiцiєнтом стисливостi

γ = − 1
V

dV

dp
(3.10)

або зворотньою до нього величиною — модулем всебiчного сти-
снення

K = −V
dp

dV
. (3.11)

В станi рiвноваги тиск рiдини p мiняється iз змiною її густини
ρ i температури T . Вiн однозначно визначається значеннями цих
параметрiв. Спiввiдношення

p = f(ρ, T ) (3.12)

мiж тиском, густиною i температурою в станi рiвноваги назива-
ється р i в н я н н ям с т а н у. Воно має рiзний вигляд для рiзних
речовин i особливою простотою вiдрiзняється у випадку розрi-
джених газiв.

Якщо рiдина знаходиться в русi, то разом з нормальними на-
пругами в нiй можуть виникати i дотичнi сили. Проте останнi
визначаються не самими деформацiями рiдини (зсувами), а їх
швидкостями, тобто похiдними деформацiй за часом. Тому їх слiд
вiдносити до класу сил тертя або в’язкостi. Вони називаються до-
тичними або зсувними силами внутрiшнього тертя. Разом з доти-
чними можуть iснувати i нормальнi або об’ємнi сили внутрiшнього
тертя. Вiд звичайних сил тиску p цi сили вiдрiзняються тим, що
вони визначаються не ступенем стиснення рiдини, а швидкiстю
змiни стиснення з часом.
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3.4 Основнi рiвняння рiвноваги та руху рiдин

Сили, що дiють в рiдинi, дiляться на сили масовi (об’ємнi) i сили
поверхневi. Масова сила пропорцiйна масi dm, а з нею i об’єму dV
елемента рiдини, на який вона дiє. Цю силу можна позначити як
fdV , називаючи f – об’ємною густиною масових сил. Найважли-
вiшими прикладами масових сил є сила тяжiння i сили iнерцiї. У
разi сили тяжiння f = ρg, де ρ — густина рiдини, а g — приско-
рення сили тяжiння.

Розглянемо випадок iдеальної рiдини1. Визначимо рiвнодiючу
сил тиску, що дiють на нескiнченно малий елемент об’єму рiдини
dV . Вiзьмемо в якостi елемента об’єма нескiнченно малий цилiндр
з площею основи dS i довжиною dx (рис. 3.4) (шукаємо проекцiю
рiвнодiючої на напрямок координатної осi X). Сила тиску, що дiє
на першу основу, рiвна p(x)dS, а на другу — p(x+dx)dS. Проекцiя
сил тиску на вiсь X, дiючих на елемент об’єму рiдини рiвна [p(x)−
p(x + dx)]dS. Але

p(x + dx)− p(x) = dp|y,z,t=const =
(

∂p

∂x

)
dx. (3.13)

Отримуємо для проекцiї сили

−∂p

∂x
dSdx = −∂p

∂x
dV,

оскiльки dSdx = dV . Ця проекцiя, таким чином, пропорцiйна ве-
личинi елемента об’єму dV , ї ї можна позначити як sxdV . Величи-
на sx є x-складова сили, що дiє на одиницю об’єму рiдини, котра
виникає iз-за змiни нормального тиску p в просторi. Таким са-
мим шляхом можна знайти i sy, sz. В результатi побачимо, що на

1Iдеальною рiдиною називають уявну рiдину, у якiй вiдсутнi сили внутрi-
шнього тертя.

dx

p x( ) p x+dx( )

X

Рисунок 3.4
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одиницю об’єму рiдини дiє сила s з проекцiями

sx = −∂p

dx
, sy = −∂p

dy
, sz = −∂p

dz
. (3.14)

Сам вектор s дорiвнює

s = −∂p

dx
i− ∂p

dy
j − ∂p

dz
k (3.15)

або
s = −grad p. (3.16)

Таким чином, об’ємна густина s результуючої сил тиску, дiючих
на елементи об’єму рiдини, рiвна градiєнту p, взятому з протиле-
жним знаком. Сила s обумовлена не величиною тиску p, а його
просторовими змiнами. Величина p також важлива. Вона визна-
чає ступiнь стиску рiдини в даннiй точцi простору.

В станi рiвноваги сила s має бути врiвноважена зовнiшньою
массовою силою f . Це призводить до рiвняння

grad p = f , (3.17)

котре є о с н о в н им р i в н я н н ям г i д р о с т а т и к и2.
О с н о в н е р i в н я н н я г i д р о д и н ам i к и3 iдеальної рiдини:

ρ
dv

dt
= f − grad p, (3.18)

де v — швидкiсть, а
dv

dt
— прискорення рiдини в данiй точцi. Рiв-

няння (3.18) називають р i в н я н н ям Ейл е р а.
Рiвняння (3.17) показує, що при рiвновазi рiдини сила f (то-

чнiше густина сили або сила, дiюча на одиницю об’єму рiдини)
повинна виражатися градiєнтом однозначної скалярної функцiї.
Це є необхiдна i достатня умова того, щоб сила f була консе-
рвативною. Таким чином, для рiвноваги рiдини необхiдно, щоб
силове поле, в котрому вона знаходиться, було консервативним.

2Гiдростатика — роздiл механiки, в котрому вивчається рiвновага нести-
скуваних рiдин та дiя рiдини, що знаходиться в станi спокою, на зануренi в
неї тiла.

3Гiдродинамiка — роздiл механiки, в котрому вивчається рух нестискува-
них рiдин i їх взаємодiя з твердими тiлами.
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Сила f потенцiальна, а тому може бути виражена через потенцi-
альну функцiю U (потенцiальну енергiю одиницi об’єму рiдини у
зовнiшньому полi) наступним чином

f = −gradU. (3.19)

Пiдставляючи (3.19) в (3.17) отримаємо

grad(p + U) = 0 або p + U = const. (3.20)

Константа в (3.20) визначається з умови нормування потенцiалу.

3.5 Рiдина в полi сили тяжiння
Нехай рiдина (наприклад, вода) знаходиться в полi сил тяжiння
F = mg, тодi f = ρg. Для розрахунку розподiлу тискiв зручно
направити вiсь X уздовж сили тяжiння, сумiстивши початок осi
з вiльною поверхнею рiдини. Оскiльки потенцiальну функцiю мо-
жна записати у виглядi U = −ρgh, то розподiл тискiв по глибинi
визначається iз спiввiдношення

p(x)− ρgx = const. (3.21)

Константу визначемо з умови рiвностi тиску на поверхнi води
атмосферному тиску p0. Отже,

p(x) = p0 + ρgx, (3.22)

де p = ρgh — тиск стовба рiдини висотою h, який називається
гiдростатичним тиском.

Сила тиску на нижнi шари рiдини бiльша нiж на верхнi, тому
на тiло, занурене у рiдину дiє сила, що визначається з а к о н ом
Арх i м е д а: на тiло, занурене в рiдину, з боку рiдини дiє напрям-
лена догори виштовхуюча сила, яка рiвна вазi витисненої тiлом
рiдини:

FA = ρgV, (3.23)
де ρ — густина рiдини, V — об’єм зануреного в рiдину тiла.

3.6 Рiвняння нерозривностi
Рух рiдини називається течiєю, а сукупнiсть частинок рiдини, що
рухається — потоком. Графiчно рух рiдин зображається за до-
помогою лiнiй струму, якi проводяться так, що дотичнi до них
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спiвпадають за напрямом з вектором швидкостi рiдини в даний
момент часу. Лiнiї струму проводяться так, щоб густина їх була
бiльша там, де бiльша швидкiсть руху рiдини, i менша там, де рi-
дина тече повiльнiше. Частина рiдини, обмежена лiнiями струму,
називається трубкою струму (рис. 3.5). Якщо поле швидкостей i
вiдповiднi йому лiнiї струму не мiняються з часом, то рух рiдини
називається стацiонарним або сталим.

Рисунок 3.5

Вiзьмемо довiльну трубку струму. Оскiльки швидкостi части-
нок рiдини напрямленi по дотичних до лiнiй струму, то при течiї
рiдина не може перетинати бiчну поверхню трубки струму. Труб-
ка струму поводиться подiбно бiчнiй поверхнi жорсткої трубки,
уздовж якої тече рiдина. Якщо поперечний перерiз трубки стру-
му нескiнченно малий, то можна вважати, що швидкiсть рiдини
одна i та ж у всiх точках одного i того ж поперечного перетину i
напрямлена уздовж осi трубки струму. Маса рiдини, що протiкає
за час dt через поперечний перерiз трубки, визначається виразом

dm = ρvSdt, (3.24)

де ρ — густина рiдини, S — площа (нормального) поперечного
перерiзу трубки.

У випадку стацiонарної течiї маса dm буде однiєю i тiєю ж
для всiх перерiзiв трубки струму. Якщо взяти два перерiзи, площi
котрих рiвнi S1 i S2, то можна записати

ρ1v1S1 = ρ2v2S2, (3.25)

Якби ця рiвнiсть не виконувалась, маса рiдини мiж перерiзами
S1 i S2 з часом змiнювалась би. А це суперечить закону збере-
ження маси i припущенню про стацiонарнiсть течiї. Якщо рiдина
нестискувана, то ρ1 = ρ2, i спiввiдношення (3.25) приймає вигляд

v1S1 = v2S2. (3.26)
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Ми отримали р i в н я н н я н е р о з р и в н о с т i: добуток швидкостi
течiї нестискуваної рiдини на поперечний перерiз трубки є ве-
личиною сталою для даної трубки струму. Швидкiсть рiдини в
однiй i тiй трубцi тим бiльша, чим бiльш вузький поперечний пе-
рерiз трубки.

3.7 Стацiонарний рух iдеальної рiдини.
Рiвняння Бернуллi

Розглянемо стацiонарну течiю iдеальної рiдини в якому-небудь
консервативному силовому полi, наприклад, в полi сили тяжiння.
Застосуємо до цiєї течiї закон збереження енергiї. При цьому пов-
нiстю нехтуватимемо теплообмiном, який може вiдбуватися мiж
частинами рiдини з навколишнiм середовищем. Видiлимо в рiди-
нi нескiнченно вузьку трубку струму i розглянемо частину рiди-
ни, що займає об’єм MNDC (рис. 3.6). Нехай ця частина перемi-
стилася в нескiнченно близьке положення M1N1D1C1. Обчислимо
роботу A, виконувану при цьому силами тиску. Тиск, що дiє на
бiчну поверхню трубки струму, перпендикулярний до перемiщен-
ня i роботи не виконує. При перемiщеннi межi MN в положення
M1N1 виконується робота A1 = p1S1l1, де l1 = MM1 — величина

перемiщення. S1l1 = ∆V1, A1 = p1∆V1 або A1 = p1
∆m1

ρ1
, де ∆m1

—маса рiдини в об’ємi MNN1M1. При перемiщеннi межi CD в
положення C1D1 рiдина виконує роботу проти сил тиску p2 (або
тиск p2 виконує над рiдиною вiд’ємну роботу). Для неї, мiркуючи

аналогiчно, знайдемо A2 = p2
∆m2

ρ2
де ∆m2 —маса рiдини в об’є-

мi CDD1C1. Але якщо рух стацiонарний, то маса рiдини в об’ємi
M1N1DC не змiниться, а тому iз закону збереження маси отри-
маємо ∆m1 = ∆m2 = ∆m. Остаточно знаходимо, що

A = A1 −A2 =
(

p1

ρ1
− p2

ρ2

)
∆m.

Ця работа рiвна приросту ∆E повної енергiї видiленої частини
рiдини. Зважаючи на стацiонарнiсть течiї, енергiя рiдини в об’ємi
M1N1DC не змiнюється. Тому величина ∆E рiвна рiзницi енер-
гiй маси рiдини ∆m в положеннях CDD1C1 i MNN1M1. Знаючи
повну енергiю рiдини масою ∆m

E =
∆mv2

2
+ ∆mgh,
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знаходимо ∆E = E2 − E1. Прирiвнюючи цю величину до роботи
A i скорочуючи на ∆V , отримаємо

ρv2
1

2
+ ρgh1 + p1 =

ρv2
2

2
+ ρgh2 + p2. (3.27)

Отже,
ρv2

2
+ ρgh + p = const (3.28)

— р i в н я н н я Б е р н у л л i (1700-1782), де p — статичний тиск,
ρgh — гiдростатичний тиск, ρv2/2 — динамiчний тиск. Рiвняння
Бернуллi виражає закон збереження механiчної енергiї для стацiо-
нарного руху нестислої iдеальної рiдини в однорiдному полi сил
тяжiння.

З рiвняння Бернуллi та рiвняння нерозривностi слiдує, що при
течiї рiдини по трубi, яка має рiзнi перерiзи, швидкiсть рiдини
бiльша у мiсцях звуження, а статичний тиск бiльший в бiльш ши-
роких мiсцях.

3.8 Формула Торрiчеллi
Розглянемо течiю iдеальної нестискуваної рiдини через малий отвiр
в бiчнiй стiнцi або днi широкої посудини. Всi лiнiї струму прохо-
дять через трубку, починаючись поблизу вiльної поверхнi рiдини,
де швидкiсть v зневажливо мала (ми вважаємо, що площа отвору
набагато менша за площу вiльної поверхнi). Застосуємо рiвняння
Бернуллi до точок B i A i вiдповiдної лiнiї струму (рис. 3.7).

В точцi B швидкiсть можна вважати рiвною нулю, швидкiсть
в отворi A позначимо v. Рiвняння Бернуллi дає

p0 + ρgh = p0 +
v2

2
,

M M

N

D

C
C

D

N1

1

1

1

Рисунок 3.6
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A

Рисунок 3.7

де p0 — атмосферний тиск, а висота h вiдлiчується вiд рiвня отво-
ру. Звiдси отримуємо

v =
√

2gh . (3.29)

Це — формул а Тор i ч е л л i (1608–1647). Вона показує, що при
витiканнi рiдина отримує таку швидкiсть, яку отримало б тiло,
що вiльно падає з висоти h. Тому, якщо зiгнути трубку i напра-
вити струю вертикально вгору або пiд малим кутом до вертикалi,
то в щонайвищiй своїй точцi вона досягне рiвня рiдини в посуди-
нi. Насправдi висота пiдняття струменя буде дещо менша через
тертя i опiр повiтря, якi при отриманнi рiвняння Бернуллi не вра-
ховувалися.

3.9 Сили в’язкого тертя
Ранiше ми розглядали рух рiдин i газiв нехтуючи силами в’язкого
тертя. Тим часом цi сили, якi дiють мiж частинками рiдини, що
рухається, можуть кардинальним чином вплинути як на розпо-
дiл швидкостей в потоцi рiдини, так i на обтiкання рiдиною тiл,
помiщених в потiк, що рухається.

Ще Ньютон встановив дослiдним шляхом, що при ковзаннi
однiєї вiдносно iншої двох паралельних площин, простiр мiж яки-
ми заповнений рiдиною, сили в’язкого тертя перешкоджають цьо-
му ковзанню (рис. 3.8, a). Так, при русi iз швидкiстю v верхньої
площини вiдносно нижньої виникає сила в’язкого тертя, напрям-
лена проти руху i рiвна

Fτ = ηS
v

h
. (3.30)

Ця сила пропорцiйна площi S i змiнi швидкостi на одиницю дов-
жини в поперечному напрямi

v

h
(градiєнту швидкостi в напрямi,
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перпендикулярному руху) i залежить також вiд динамiчної в’яз-
костi (або просто в’язкостi) рiдини η. Формула (3.30) справедли-
ва, якщо вiдстань h мiж пластинами значно менша їх лiнiйних роз-
мiрiв (h ¿ √

S). Важливо вiдзначити, що частинки рiдини, при-
леглi до верхньої пластини, рухаються разом з нею iз швидкiстю
v (захоплюються пластиною). Навпаки, частинки рiдини поблизу
нижньої (нерухомої) пластини знаходяться у спокої (прилипають
до пластини). Уявимо, що рiдина мiж пластинами складається з
плоских паралельних шарiв, що рухаються рiвномiрно (рис. 3.8,
a). Неважко зрозумiти, що кожний вищерозмiщений шар захо-
плює за собою нижнiй сусiднiй шар з силою Fτ . У свою чергу,
цей нижнiй шар гальмує рух верхнього шару з тiєю ж силою Fτ .
На кожний шар дiють зверху i знизу двi рiвнi, але протилежно
напрямленi сили. Швидкiсть шарiв зростає вiд нижнього шару до
верхнього лiнiйно (рис. 3.8, б ), а сили тертя, що дiють на кожний
з шарiв, однаковi. Як результат, зусилля Fτ , прикладене до верх-
ньої пластини, передається на нижню пластину. Коефiцiєнт в’яз-
костi рiдини η можна визначити експериментально, наприклад, по
швидкостi її витiкання через трубку вiдомих розмiрiв. Як пока-
зує досвiд, при нагрiваннi в’язкiсть рiдин зменшується, а газiв
— збiльшується.

3.10 Течiя в’язкої рiдини. Формула Пуазейля
Розглянемо течiю в’язкої рiдини, безпосередньо зробивши дослiд.
Пiд’єднаємо тонку горизонтальну скляну трубу з упаяними в неї
вертикальними манометричними трубками за допомогою гумово-
го шланга до водопровiдного крана (рис. 3.9, a). При невеликiй
швидкостi течiї добре видно пониження рiвня води в манометри-
чних трубках у напрямi течiї (h1 > h2 > h3). Це, у свою чергу, вка-
зує на наявнiсть градiєнта тиску уздовж осi трубки — статичний

a á

Рисунок 3.8
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a á

Рисунок 3.9

тиск в рiдинi зменшується з потоком. При рiвномiрнiй прямолi-
нiйнiй течiї рiдини сили тиску врiвноважуються силами в’язкостi.
Прирiвняємо сили в’язкостi i тиску, дiючого на цилiндровий об’-
єм рiдини радiуса r i завдовжки dx (рис. 3.9, б ). На його бiчну
поверхню в напрямку руху дiє дотична сила внутрiшнього тер-

тя dF = η · 2πr
dv

dr
dx. На основу цилiндра в тому же напрямку дiє

сила рiзницi тискiв dF1 = πr2[p(x)− p(x + dx)] = −πr2 dp

dx
. Отже,

2η
dv

dr
= r

dp

dx
. (3.31)

Швидкiсть v(r), а разом з нею i похiдна
dv

dr
не змiнюються iз

змiною x. Тому має бути сталою i похiдна
dp

dx
, причому ця похiдна

має бути рiвна (p2 − p1)/l, де p1 — тиск на входi труби, p2 — на
виходi, а l — довжина труби. В результатi приходимо до рiвняння

dv

dr
= −p1 − p2

2ηl
r. (3.32)

Iнтегруючи його, отримуємо

v = −p1 − p2

4ηl
r2 + C. (3.33)

Сталу iнтегрування C знаходимо з умови, що на стiнцi труби,
тобто при r = R швидкiсть v обертається в нуль. Тому

v =
p1 − p2

4ηl
(R2 − r2). (3.34)
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Швидкiсть v максимальна на осi труби, де вона досягає значення

v0 =
p1 − p2

4ηl
R2. (3.35)

При вiддаленнi вiд осi швидкiсть v змiнюється за параболiчним
законом. Пiдрахуємо витрату рiдини, тобто кiлькiсть рiдини, що
за одиницю часу протiкає крiзь поперечний перетин труби. Маса
рiдини, за одиницю часу протiкаючої крiзь кiльцевий майданчик
з внутрiшнiм радiусом r i зовнiшнiм r + dr, рiвна dQ = 2πrdr · ρv.
пiдставляючи сюди вираз для v i iнтегруючи, знаходимо шукану
витрату рiдини.

Q = πρ
p1 − p2

2ηl

∫ R

0
(R2 − r2)rdr (3.36)

або
Q = πρ

p1 − p2

8ηl
R4. (3.37)

Витрата рiдини пропорцiйна рiзницi тискiв p1 − p2, четверто-
му степеню радiуса труби i обернено пропорцiйна довжинi труби
i коефiцiєнту в’язкостi рiдини. Цi закономiрностi були встанов-
ленi експериментально i незалежно в 1938р. Гагеном i в 1840р.
Пуазейлем (1799-1869). Гаген дослiджував рух води в трубах, Пу-
азейль — течiю рiдини в капiллярах. Формула (3.37) носить назву
— формул а Пу а з е й л я, хоча сам Пуазейль i не отримав її, вiн
дослiджував питання тiльки експериментально. На формулi Пу-
азейля заснований один з експериментальних методiв визначення
коефiцiєнтiв в’язкостi рiдин:

η = πρ
p1 − p2

8Ql
R4. (3.38)

Формула Пуазейля справедлива лише для ламiнарних течiй
рiдини. Ламiнарною називається така течiя, при якiй частинки рi-
дини рухаються уздовж прямолiнiйних траєкторiй, паралельних
вiсi труби (шари рiдини ковзають один вiдносно одного не перемi-
шуючись). При бiльших швидкостях ламiнарна течiя стає нестiй-
кою i переходить у турбулентну (вихрову) течiю. Течiю нази-
вають турбулентною, якщо частинки рiдини переходять з одного
шару в iнший (мають складовi швидкостей, перпендикулярнi те-
чiї). Це супроводжується iнтенсивним перемiшуванням рiдини та
вихреутворенням.
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Кiлькiсно перехiд вiд одного режиму течiї до iншого характе-
ризується числом Рейнольдса:

Re =
ρlv0

η
=

lv0

ν
, (3.39)

тут ν = η/ρ — кiнематична в’язкiсть, v0 — характерна швидкiсть
потоку.

При малих значеннях числа Рейнольдса (Re ≤ 1000) спосте-
рiгається ламiнарна течiя, перехiд вiд ламiнарної течiї до турбу-
лентної вiдбувається в областi 1000 ≤ Re ≤ 2000, а при Re = 2300
(для гладких труб) течiя — турбулентна.

3.11 Закони гiдродинамiчної подiбностi
Розглянемо потiк рiдини, що оточує яке-небудь тiло або систему
тiл. Разом з цiєю системою можна ввести нескiнченну безлiч по-
дiбних i подiбно розташованих тiл, якi обтiкаються iншими рiди-
нами. Якiй умовi повиннi задовольняти параметри потоку i сталi,
якi характеризують властивостi рiдин (густина, в’язкiсть i iн.),
щоб обидва потоки були механiчно подiбнi? Якщо подiбнiсть має
мiсце, то, знаючи картину течiї для першої системи тiл, можна
однозначно передбачити рух рiдини i для iншої, геометрично по-
дiбної, системи тiл.

Нехай r i v — радiус-вектор i швидкiсть рiдини в подiбно розта-
шованих точках, l — характерний розмiр, а v0 — характерна швид-
кiсть потоку. Властивостi рiдини характеризуються густиною ρ,
в’язкiстю η i стисливiстю. Замiсть стисливостi можна користува-
тись швидкiстю звуку c в дослiджуванiй рiдинi. Якщо суттєва
сила тяжiння, то остання характеризується прискоренням вiльно-
го падiння g. Якщо течiя не стацiонарна, треба ввести характер-
ний час τ , за який вiдбувається помiтна змiна течiї. Зважаючи на
наявнiсть рiвнянь руху мiж величинами v, v0, r, l, ρ, η, c, g, τ
повинен iснувати функцiональний зв’язок. З них можна скласти
шiсть незалежних безрозмiрних комбiнацiй. Сюди вiдносяться два
вiдношення v/v0, r/l i ще чотири безрозмiрнi числа:

Re =
ρlv0

η
=

lv0

ν
, (3.40)

F =
v2
0

gl
, (3.41)

M =
v0

c
, (3.42)
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S =
v0τ

l
, (3.43)

Величина (3.40) — число Рейнольдса, (3.41) — число Фруда, (3.42)
— число Маха, (3.43) — число Струхаля. Число Струхаля хара-
ктеризує однаковiсть протiкання процесiв в часi. Число Маха —
характеристика потоку з великими швидкостями, рiвне вiдно-
шенню швидкостi течiї до швидкостi звуку.

На фiзичному змiстi чисел Рейнольдса та Фруда необхiдно зу-
пинитися. За порядком величини число Рейнольдса є вiдношен-
ням кiнетичної енергiї рiдини до її втрати, обумовленої роботою
сил в’язкостi на характернiй довжинi. Число Рейнольдса, таким
чином, визначає вiдносну роль iнерцiї i в’язкостi рiдини при те-
чiї. При великих числах Рейнольдса головну роль вiдiграє iнерцiя,
при малих — в’язкiсть.

Аналогiчний змiст має число Фруда F. Воно за порядком ве-
личини визначає вiдношення кiнетичної енергiї рiдини до її при-
росту, обумовленому роботою сили тяжiння на шляху, рiвному
характернiй довжинi. Чим бiльше число Фруда, тим бiльша роль
iнерцiї в порiвняннi з тяжiнням i навпаки.

Течiї подiбнi, якщо вони мають однаковi числа Рейнольдса i
Фруда.

3.12 Запитання для самоконтролю
1 Якi тiла називають абсолютно пружними?

2 Сформулюйте закон Гука.

3 Який змiст має межа пружностi (текучостi, мiцностi)?

4 Який матерiал називають пластичним (крихким)?

5 Сформулюйте закон Паскаля.

6 Що називається рiвнянням стану?

7 Якi сили називаються масовими? Поверхневими?

8 Запишiть основне рiвняння гiдростатики (гiдродинамiки).

9 Сформулюйте закон Архiмеда.

10 Який рух рiдини називається стацiонарним?

11 Яка рiдина називається нестискуваною?
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12 Запишiть рiвняння нерозривностi (рiвняння Бернуллi, фор-
мулу Торрiчеллi).

13 Як залежить вiд температури в’язкiсть рiдин та газiв? На
вашу думку, як можна пояснити цю залежнiсть?

14 Яку течiю називають ламiнарною (турбулентною)?

15 Характеристикою чого є число Рейнольдса Re, число Маха
M, число Струхаля S та число Фруда F?

Приклад 1. На рис. 3.10 зображено схему водомiру. По горизонталь-
нiй трубi змiнного перерiзу протiкає вода. Визначити витрати води за
одиницю часу, якщо рiзниця рiвнiв у двох манометричних трубках ∆h,
а перерiзи труби бiля основ трубок вiдповiдно S1 i S2.

S
1

S
2

h
1

h
2

Рисунок 3.10

Витрата води для кожного з перерiзiв

Q = ρv1S1 = ρv2S2. (3.44)

Оскiльки трубка розмiщена горизонтально, то рiвняння Бернуллi для
двох перерiзiв має вигляд

p1 +
ρv2

1

2
= p2 +

ρv2
2

2
. (3.45)

З формул (3.44) i (3.45)маємо:

v1 = S2

√
2(p1 − p2)
ρ(S2

1 − S2
2)

, v2 = S1

√
2(p1 − p2)
ρ(S2

1 − S2
2)

.

Оскiльки p1 − p2 = ρgh1 − ρgh2 = ρg∆h, то Q = ρS1S2

√
2g∆h

S2
1 − S2

2

.

Отже, Q = k
√

∆h, де k = ρS1S2

√
2g

S2
1 − S2

2

— стала водомiру.
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Приклад 2. В цилiндричну посудину з площею дна 100 см2 налили
рiдину, густина якої 1,2 г/см3. В нiй плаває кусок льоду масою 0,3 кг
(рис. 3.11). Як змiниться тиск на дно, коли лiд розтане? Як змiниться
тиск, якщо лiд забрати з посудини?

F
A

F
ò

h

Dh

h
1

Рисунок 3.11

Умова плавання льоду FA = Fт, де Fт = mлg. Сила Архiмеда FA =
ρgV ′, де V ′ — об’єм зануреної частини льоду. Тиск на дно p = pатм+ρgh.
Коли б льоду в посудинi не було, то рiдина в посудинi була б на рiвнi
h1 i V ′ = S(h− h1). Тодi тиск на дно p = pатм + ρgh1.

Їх рiзниця ∆p1 = p− p1 = ρg(h− h1) = ρg
V ′

S
=

mлg
S

=

=
0, 3 кг · 9, 81м/с2

100 · 10−4м2
≈ 294, 3Па.

Отже, тиск за наявностi у посудинi плаваючого льоду буде бiльший
нiж у вiдсутностi льоду у посудинi на 294,3Па.

Пiсля розплавлення льоду вода розтечеться по поверхнi рiдини (у
вiдсутностi льда висота рiдини в посудинi h1) шаром товщиною ∆h.
Тепер тиск на дно буде

p2 = pатм + ρgh1 + ρвg∆h.

Оскiльки mл = ρвS∆h, то

p2 = pатм + ρgh1 +
mлg
S

.

Шукана рiзниця тискiв

∆p2 = p−p2 = pатм+ρgh−(p = pатм+ρgh1+
mлg
S

) =
mлg
S

−ρg(h−h1) = 0.

Пiсля розплавлення льоду сумарний тиск на дно не змiнився.
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Роздiл 4
Елементи фiзики твердого тiла
Типи кристалiв; дефекти в кристалах, мiцнiсть кристалiв; змi-
на агрегатного стану, фазовi переходи I-го роду; рiдкi кристали.

Основною особливiстю кристалiчних твердих тiл, що вiдрi-
зняє їх вiд рiдин i аморфних твердих тiл, є перiодичнiсть про-
сторового розташування атомiв, молекул чи йонiв, з яких скла-
дається кристал. Така перiодичнiсть одержала назву далекого по-
рядку1. Структура, для якої характерно регулярне розташування
частинок з перiодичною повторюванiстю в трьох вимiрах, назива-
ється кристалiчною граткою. Точки, у яких розташованi частин-
ки, а точнiше - середнi рiвноважнi положення, навколо яких вiдбу-
ваються тепловi та нульовi коливання частинок (атомiв, молекул
чи йонiв), називаються вузлами кристалiчної гратки. Характер-
ною рисою кристалiв є їх анiзотропнiсть — залежнiсть фiзичних
властивостей (пружних, механiчних, теплових, електричних, ма-
гнiтних, оптичних) вiд напрямку. Анiзотропiя кристалiв пояснює-
ться тим, що густина розташування частинок по рiзних напрямках
не однакова. Якщо кристалiчне тiло складається з одного єдиного
кристала, воно є монокристалом. Якщо тверде тiло складається з
безлiчi безладно орiєнтованих кристалiчних зерен, воно називає-
ться полiкристалом. У полiкристалах анiзотропiя спостерiгається
тiльки для окремих дрiбних кристаликiв. Твердi тiла, фiзичнi вла-
стивостi яких однаковi в усiх напрямках (iзотропнi) називаються
аморфними. Для аморфних тiл, як i для рiдин, характерний бли-
жнiй порядок у розташуваннi частинок, але, на вiдмiну вiд рiдин,
рухливiсть частинок у них досить мала. Органiчнi аморфнi тiла,
молекули яких складаються з великої кiлькостi однакових довгих
молекулярних ланцюжкiв, з’єднаних хiмiчними зв’язками, нази-
ваються полiмерами (наприклад, каучук, полiетилен, гума).

4.1 Типи кристалiв
В залежностi вiд роду частинок, розташованих у вузлах криста-
лiчної гратки, i характеру сил взаємодiї мiж ними кристали подi-
ляються на чотири типи: йоннi, атомнi, металiчнi, молекулярнi.

Йоннi кристали. У вузлах кристалiчної гратки розташовую-
ться по черзi йони протилежного знака. Структури граток двох

1В аморфних i рiдких тiлах упорядковане розташування часток може по-
ширюватися тiльки на сусiднi атоми (ближнiй порядок).
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найбiльш характерних йонних кристалiв – NaCl (гратка являє со-
бою двi однаковi гранецентрованi кубiчнi гратки, вкладенi одна в
одну; у вузлах однiєї з цих граток знаходяться iони Na+, у вузлах
iншої - iони Cl−) i CsCl (кубiчна об’ємноцентрована гратка - у
центрi кожного елементарного осередку знаходиться йон) - пока-
занi на рисунку 4.1. Зв’язок, обумовлений кулонiвськими силами
притягання мiж рiзнойменно зарядженими йонами називається
йонним.

Атомнi кристали. У вузлах кристалiчної гратки розташовую-
ться нейтральнi атоми, що утримуються у вузлах гратки ковален-
тними зв’язками квантово-механiчного походження (у сусiднiх
атомiв усуспiльнюються валентнi електрони, найменш зв’язанi з
атомом). Приклад атомних кристалiв - алмаз i графiт. В алма-
зi (рис. 4.2, a) кожен атом вуглецю зв’язаний з чотирма такими
ж атомами, що розташовуються на однакових вiдстанях вiд ньо-
го у вершинах тетраедра. У графiтi (рис. 4.2, б) атоми вуглецю
упакованi в плоскi шари, зв’язанi мiж собою слабкими ван-дер-
ваальсовими силами.

Металiчнi кристали. У вузлах кристалiчної гратки розташо-
вуються позитивнi йони металу. При утвореннi кристалiчної гра-
тки валентнi електрони, слабо зв’язанi з атомами, вiдокремлюю-
ться вiд атомiв i колективiзуються: вони вже належать не одному
атому, як у випадку йонного зв’язку, i не парi сусiднiх атомiв, як
у випадку ковалентного зв’язку, а всьому кристалу в цiлому.

Молекулярнi кристали. У вузлах кристалiчної гратки розта-
шовуються нейтральнi молекули речовини, сили взаємодiї мiж
якими обумовленi незначним взаємним змiщенням електронiв у
електронних оболонках атомiв. Цi сили називаються ван-дер-ва-
альсовими, тому що вони мають ту ж природу, що i сили при-
тягання мiж молекулами, що приводять до вiдхилення газiв вiд
iдеальностi. Приклади молекулярних кристалiв - органiчнi сполу-
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ки (наприклад, парафiн), iнертнi гази (Ne, Ar, Kr, Xe), атмосфернi
гази CO2, O2, N2 у твердому станi, лiд, i т.д.

4.2 Дефекти в кристалах. Мiцнiсть кристалiв
У реальних кристалiчних гратках iснують вiдхилення вiд того iде-
ального розташування атомiв у гратцi, що ми розглядали. Усi та-
кi вiдхилення називаються дефектами кристалiчної гратки. Їх
можна подiлити на макроскопiчнi i мiкроскопiчнi. До макроскопi-
чних дефектiв вiдносяться пори, трiщини, стороннi макроскопiчнi
включення та iн. Найбiльш простими мiкроскопiчними дефекта-
ми є точковi дефекти. До них вiдносяться: 1) вiдсутнiсть атома в
якому-небудь вузлi гратки (в а к а н с i я, рис. 4.3, a); 2) замiна "сво-
го атома" гратки яким-небудь iншим "чужим" атомом (рис. 4.3,
б ); 3) упровадження свого чи чужого атома в мiжвузловий про-
стiр (м iжв у з л о в и й а т ом, рис. 4.3, в).

Точковi дефекти - вакансiї i мiжвузловi атоми - можуть ви-
никати в результатi теплових флуктуацiй. Такi дефекти називаю-
ться термодинамiчно рiвноважними. Зрозумiло, вони настiльки
ж неминучi, як i броунiвський рух або будь-якi флуктуацiї. При
нагрiваннi кристала концентрацiя вакансiй i мiжвузлових атомiв
зростає експоненцiйно.

Енергiя утворення точкових дефектiв набагато бiльша енергiї
теплових коливань гратки. Наприклад, для мiдi енергiя вакансiї
Ev ≈ 1 еВ, енергiя мiжвузлового атома Ei ≈ 3 еВ, у той час як
енергiя теплових коливань kT навiть поблизу температури плав-
лення (1084,5◦C) складає усього 0,12 еВ. Тому рiвноважна концен-
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Рисунок 4.3

трацiя точкових дефектiв, як правило, невелика. Так, для мiдi по-
близу температури плавлення рiвноважнi концентрацiї вакансiй i
мiжвузлових атомiв, якщо їх оцiнити за формулою Больцмана,
будуть вiдповiдно дорiвнювати

nv ≈ exp
(
−Ev

kT

)
∼ 10−4, ni ≈ exp

(
− Ei

kT

)
∼ 10−11.

Однак в кристалах у результатi загартування, опромiнення ней-
тронами та iн. концентрацiя точкових дефектiв часто буває багато
вище рiвноважної. Такий "пересичений розчин" вакансiй i мiж-
вузлових атомiв може розпастися з утворенням дислокацiй.

Дислокацiї - це специфiчнi лiнiйнi дефекти кристалiчної гра-
тки, що порушують правильне чергування атомних площин. На
вiдмiну вiд точкових дефектiв, що порушують ближнiй порядок,
дислокацiї порушують далекий порядок у кристалi, спотворюючи
всю його структуру. Тому саме дислокацiї вiдiграють найбiльш
важливу роль у механiчних властивостях твердих тел.

Розрiзняють два головних типи дислокацiй: крайову i гвинто-
ву. Схема крайової дислокацiї показана на рис. 4.4, а. Дислокацiя
характеризується зайвою кристалiчною площиною, всуненою мiж
двома сусiднiми шарами атомiв. Лiнiєю дислокацiї в даному ви-
падку є пряма, перпендикулярна до площини малюнка i позначена
на ньому знаком ⊥. "Зайвий"шар атомiв розташований над цим
знаком. Крайова дислокацiя, що утворилася в результатi непра-
вильного нарощування кристалiчної гратки, може iснувати про-
тягом десяткiв i сотень мiжатомних вiдстаней.

Гвинтову дислокацiю можна наочно уявити собi, зробивши
"розрiз"гратки по напiвплощинi i зсунувши частини гратки по
обох сторонах розрiзу назустрiч одна однiй на один перiод па-
ралельно краю розрiзу. Цей край називається лiнiєю гвинтової
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Рисунок 4.4

дислокацiї i зображений на рис. 4.4, б пунктиром. Наявнiсть гвин-
тової дислокацiї перетворює кристалiчнi площини гратки у гели-
коiдальну поверхню (подiбну гвинтовiй лiнiї без сходинок).

Для характеристики кiлькостi дислокацiй у тiлi вводять їхню
густину. Густиною дислокацiй називається кiлькiсть дислокацiй-
них лiнiй, що перетинають одиничну площадку, уявно проведену
в тiлi. Це число змiнюється приблизно вiд 102 – 103 у найбiльш
досконалих чистих монокристаллах до 1011 – 1012 см−2 у сильно
деформованих (холоднооброблених) металах.

Дефекти в кристалах сильно впливають на їхнi фiзичнi вла-
стивостi (механiчнi, магнiтнi, електричнi та iн.). Розглянемо, на-
приклад, деформацiю кристала пiд дiєю дотичних напружень. Бу-
демо припускати, що кристал - iдеальний, тобто не мiстить нi-
яких дефектiв. Нехай прикладене дотичне напруження паралель-
но однiй з кристалiчних площин гратки (рис. 4.5). Пiд дiєю такої
напруги шар CD гратки змiститься на вiдстань x. Потенцiальна

A

C
x

b

B

D
a

Рисунок 4.5

енергiя гратки U(x) буде перiодичною функцiєю зсуву x з перiо-
дом a, рiвним сталiй гратки в напрямку зсуву. Вона мiнiмальна
при x = 0, a, 2a, ... i максимальна при x = a/2, 3a/2, 5a/2, ... Мi-
нiмумам U(x) вiдповiдають стiйкi, максимумам – хиткi положе-
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ння рiвноваги. Припустимо, що на кривiй U = U(x) немає нiяких
iнших мiнiмумiв i максимумiв. Якщо x < a/2, то пiсля зняття
напруги гратка повертається у вихiдне положення рiвноваги, тоб-
то деформацiя буде пружною. Не те буде, коли x перейде через
точку максимуму x = a/2. У цьому випадку вiдбудеться мимо-
вiльний перехiд у найближче положення стiйкої рiвноваги x = a.
Якщо при цьому напругу τ не знiмати, то за ним пiдуть перехо-
ди в подальшi положення стiйкої рiвноваги x = 2a, x = 3a i т.д.
Iншими словами, деформацiя стане пластичною. Таким чином,
максимальний зсув, при якому ще не iснує пластичної деформа-
цiї, рiвний x = a/2. Вiдповiдна йому напруга називається межею
пружностi чи границею текучостi кристала. Для оцiнки межi
пружностi τпр Френкель припустив, що перiодична функцiя U(x)
- синусоiдальна:

U(x) = U0

(
1− cos

2πx

a

)
.

Якщо площу гранi AB взяти рiвною одиницi, то прикладена на-
пруга буде

τ =
dU

dx
=

2πU0

a
sin

2πx

a
.

Максимальне її значення, тобто 2πU0/a, i буде межею пружностi
τпр. Таким чином,

τ = τпр sin
2πx

a
.

При малих x τ =
2πτпр

a
x. З iншого боку, в цьому випадку τ = Gγ,

де G — модуль зсуву, а γ — кут зсуву. Останнiй рiвний γ = x/b,
де b — мiжплощинна вiдстань, тобто вiдстань мiж площинами AB
i CD. Порiвняємо обидва вирази i отримаємо

τпр =
G

2π

a

b
. (4.1)

Зокрема, для кубiчних кристалiв (a = b)

τпр =
G

2π
. (4.2)

Якщо пiдставити сюди експериментальнi значення модулiв зсу-
ву, то для межi пружностi найбiльш уживаних матерiалiв (мета-
лiв i iн.) вийдуть величини, що лежать в iнтервалi приблизно вiд
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105 до 106 Н/cм2. Вони приблизно на два порядки перевищують
значення, що спостерiгаються. Така розбiжнiсть теорiї з дослiдом
пояснюється тим, що теорiя не враховує рiзнi дефекти, що завжди
мiстяться в реальному кристалi. Механiзм дiї дефектiв, завдяки
їхнiй розмаїтостi i нерегулярному розташуванню в кристалах, мо-
же бути найрiзноманiтнiшим. Розглянемо iдеалiзований дефект,
що нагадує крайову дислокацiю. Нехай у кристалi є кристалiчна
площина, що мiстить у порiвняннi iз сусiднiми паралельними пло-
щинами зайвi атоми (рис. 4.6). Припустимо, що n атомiв однiєї
площини укладаються на тiй же вiдстанi, що i n + 1 атомiв iншої

a

a'

Рисунок 4.6

площини. Тодi можна скористатися оцiнкою Френкеля. Тiльки за-
мiсть колишнього перiоду a треба взяти бiльший перiод, а саме an,
де an = (n + 1)a′. Це знижує межу пружностi в n раз.

Абсолютно аналогiчна картина має мiсце в питаннi про мi-
цнiсть кристала на розрив. Теоретичнi оцiнки мiцностi приво-
дять до результату, що ця величина для кристалiв може досягати
декiлькох тисяч - аж до 106 H/cм2. Насправдi в бiльшостi випад-
кiв значення, що спостерiгаються, приблизно в 100 i навiть у 1000
разiв меншi. Розбiжнiсть знову пояснюється тим, що теорiя не вра-
ховує наявностi дефектiв у реальних кристалах. На мiцнiсть кри-
сталiв насамперед впливають мiкроскопiчнi поверхневi й об’ємнi
трiщинки, що мiстяться в кристалах. Один з механiзмiв впливу
трiщин полягає в тому, що напруги в околицi трiщин розподiляю-
ться нерiвномiрно. Вони максимальнi поблизу країв трiщин i мо-
жуть у багато разiв перевищувати середнi напруги в кристалi. Як
тiльки цi максимальнi напруги досягають теоретичної межi мiцно-
стi, вiдбувається збiльшення розмiрiв трiщинок, а потiм i розрив
кристала. А.Ф.Йоффе (1880-1960) експериментально показав, що
при зануреннi кристалiв кухонної солi у воду її мiцнiсть зростає
вiд 5·102 до 16·104 Н/cм2, тобто до величини, близької до теорети-
чної. Вiн пояснив цей результат розчиненням у водi поверхневого
шару кристала i лiквiдацiї в ньому мiкротрiщин та iнших дефе-
ктiв.

Iснують i iншi причини зниження мiцностi кристалiв на роз-
рив. Наприклад, як показав П.А.Ребiндер (1898-1972), на мiцнiсть
матерiалiв мають великий вплив поверхнево-активнi речовини,
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адсорбованi на поверхнi тiл i понижуючi при цьому їхню поверх-
неву енергiю. Очевидно, частинки адсорбованих речовин розпи-
рають зародковi трiщинки, проникаючи при цьому в глиб тiла i
сильно зменшуючи його мiцнiсть. У повiтрi завжди є волога й
iншi речовини, якi адсорбуються на поверхнi тiл. При видаленнi
повiтря разом з домiшками вiдбувається дезабсорбцiя, що супро-
воджується пiдвищенням мiцностi тiла на розрив.

Вплив дефектiв на мiцнiсть матерiалiв чiтко виявляється при
розглядi так званого "масштабного фактора", тобто залежностi
середньої мiцностi зразка даного матерiалу вiд його розмiру. Для
зразкiв звичайних розмiрiв, порядку декiлькох сантиметрiв i бiль-
ше, ця залежнiсть практично не спостерiгається. Але для тонких
ниток вона виступає дуже чiтко. Наприклад, мiцнiсть скляних
ниток з дiаметрами 22, 16, 12.5, 8 i 2.5 мкм дорiвнює вiдповiд-
но 22·103, 100·103, 140·103, 200·103 i 550·103 Н/cм2. Таким чином,
при зменшеннi дiаметра скляної нитки вiд 22 до 2.5 мкм мiцнiсть
пiдвищується приблизно в 25 разiв. Справа в тiм, що iмовiрнiсть
зустрiчi "небезпечного дефекту"(наприклад, трiщини), що приво-
дить до розриву зразка, для тонких ниток менша, нiж для тов-
стих.

Мiцнiсть матерiалу збiльшується в результатi придушення про-
цесiв зародження трiщин, а також у результатi створення пере-
шкод для їхнього поширення в тiлi. Тому найбiльш мiцнi матерiа-
ли можуть бути отриманi двома протилежними способами. Один
з них полягає у виготовленнi бездефектних (наприклад, ниткови-
дних) кристалiв, де усунутi джерела внутрiшнiх напружень, на
яких можуть зароджуватися трiщини. Iнший шлях, навпаки, по-
лягає в максимальному спотворенi правильної структури криста-
ла, що утруднює поширення в тiлi трiщин i пластичних дефор-
мацiй. Технiка одержання надмiцних матерiалiв i сплавiв у даний
час використовує тiльки другий спосiб (легування, тобто введення
в гратку домiшок зi стороннiх атомiв; наклеп, тобто сильне пла-
стичне деформування кристалiчних граток при холоднiй обробцi
металiв; загартування й iн.).

4.3 Змiна агрегатного стану. Фазовi переходи
I в рiдинах i у твердих тiлах завжди є деяке число молекул, енер-
гiя яких достатня для подолання притягання до iнших молекул
i якi здатнi залишити поверхню рiдини чи твердого тiла. Такий
процес для рiдини називається випаровуванням (чи пароутворе-
нням), для твердих тiл - сублiмацiєю. Плавленням називається
перехiд речовини з кристалiчного (твердого) стану в рiдкий. Плав-
лення вiдбувається при певнiй визначенiйтемпературi плавлення
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Tпл, що зростає зi збiльшенням зовнiшнього тиску. У процесi плав-
лення теплота Q, що надається речовинi, йде на виконання роботи
з руйнування кристалiчної гратки i тому Tпл = const (рис. 4.7, а)
до розплавлення всього кристала.

Кiлькiсть теплоти L, потрiбної для розплавлення 1 кг речо-
вини, взятої при температурi плавлення, називається питомою
теплотою плавлення.

Якщо рiдину охолоджувати, то процес пiде в зворотному на-
прямку (рис. 4.7, б Q′ — кiлькiсть теплоти, що вiддається тiлом
при кристалiзацiї): спочатку температура рiдини знижується, по-
тiм при постiйнiй температурi, що дорiвнює Tпл, починається кри-
сталiзацiя. Для кристалiзацiї речовини необхiдна наявнiсть цен-

ò
âå

ðä
å

ò
ië

î

ïëàâëåííÿ
ð

äèí
à

iT
ïë

T

Q

ò
âåðä

åò
iëî

êðèñòàë çàö ÿi i

ð
äèíà

i

T
ïë

T

Q'
a á

Рисунок 4.7

трiв кристалiзацiї - кристалiчних зародкiв, котрими можуть бу-
ти як кристалики речовини, що утворюється, так i будь-якi сто-
роннi включення. Якщо в чистiй рiдинi немає центрiв кристалi-
зацiї, то вона може бути охолоджена до температури, меншої за
температуру кристалiзацiї, i утворити при цьому переохолоджену
рiдину (рис. - пунктир).

Аморфнi тiла є переохолодженими рiдинами.
Фаза - сукупнiсть усiх частин системи, що володiють однако-

вим хiмiчним складом i знаходяться в однаковому термодинамi-
чному станi.

Перехiд речовини з однiєї фази в iншу - фазовий перехiд –
завжди пов’язаний з якiсними змiнами властивостей речовин.

Фазовий перехiд першого роду - це перехiд, що супроводжує-
ться поглинанням або видiленням теплоти (наприклад, плавлен-
ня, кристалiзацiя). Вiн характеризується сталiстю температу-
ри, змiнами ентропiї й об’єму.

Важливим спiввiдношенням для фазових перетворень I-го ро-
ду є рiвняння Клапейрона-Клаузiуса, яке можно отримати або з
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рiвностi питомих термодинамiчних потенцiалiв (умова рiвноваги
фаз), або методом циклiв.

Проведемо цикл Карно з двухфазною системою, що складає-
ться з рiдини i її насиченої пари. Оскiльки тиск насиченої пари
однозначно визначається його температурою, то для такої систе-
ми iзотерма T = const є в той же час iзобарою p = const. На
дiаграмi pV iзотерми зображаються горизонтальними прямими.
Нехай початковий стан двохфазної системи позначено точкою 1
(рис. 4.8). Привiвши систему в тепловий контакт iз нагрiвачем, бу-

1 2
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V

T
1

T
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Рисунок 4.8

демо квазiстатично пiдводити до неї теплоту. Рiдина почне випа-
ровуватися, а система виконувати роботу, наприклад, пiднiмаючи
навантажений поршень. Коли випарується одиниця маси рiдини
(системi буде передана кiлькiсть теплоти Q1, яка чисельно дорiв-
нює питомiй теплотi пароутворення q), усунемо тепловий контакт
i адiабатично iзолюємо систему. Пiсля цього змусимо її розши-
рюватися по нескiнченно короткiй адiабатi 23, поки температура
системи не зрiвняється з температурою холодильника T2. В яко-
стi холодильника вiзьмемо тепловий резервуар, температура яко-
го T2 нескiнченно мало вiдрiзняється вiд температури нагрiвача
T1. Зi стану 3 повернемо систему по iзотермi 34 i адiабатi 41 у
вихiдний стан 1. У результатi система зробить нескiнченно малий
цикл Карно. Кiлькiсть теплоти, отримана системою вiд нагрiва-
ча, Q1 = q. На iзотермi 12 система виконала позитивну роботу
A1 = p(T1)(V1 − V2), оскiльки її об’єм збiльшився на V1 − V2, а на
iзотермi 34 – негативну, A2 = −p(T2)(V1 − V2). Роботою на адi-
абатах 23 i 41 можна знехтувати як величиною бiльш високого
порядку малостi. Повна робота системи буде

A = A1+A2 = (V1−V2)[p(T1)−p(T2)] =
dp

dT
(V1−V2)(T1−T2). (4.3)
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Згiдно теореми Карно

A

Q1
=

T1 − T2

T1
. (4.4)

Пiдставляючи в (4.4) значення A i Q1 та замiняючи T1 на T , отри-
маємо рiвняння Клапейрона-Клаузiуса

dp

dT
=

q

T (V2 − V1)
. (4.5)

Рiвняння (4.5) справедливе не тiльки для рiвноваги фаз рiдини
i пари але й для рiвноваги фаз твердого тiла i його газоподiбної
фази в процесах сублiмацiї; фаз твердого тiла i його розплаву, тодi
q — питома теплота плавлення, V1, V2 — питомi об’єми твердої та
рiдкої фаз, T — температура плавлення при тиску p. Величина

q iстотно додатня. Тому, якщо V2 > V1, то
dp

dT
> 0. Це означає,

що з пiдвищенням тиску точка плавлення пiдвищується. Якщо

ж V2 < V1, то
dp

dT
< 0, тобто при збiльшеннi тиску температура

плавлення понижується. Останнiй випадок має мiсце для води.
Рiзниця питомих об’ємiв льоду i води при 0◦C приблизно рiвна

V1 − V2 = 9,1 · 10−5 м3кг−1.

Теплота плавлення

q = 3,35 · 105 Дж · кг−1.

Використовуючи цi даннi, отримаємо

dp

dT
= 134 атм ·К−1.

Звiдси бачимо, що iз збiльшенням тиску на одну атмосферу точка
плавлення льоду знижується приблизно на 0,0075 градуса.

Якщо на брусок льоду, що лежить своїми кiнцями на нерухо-
мих опорах, накинути петлю з дроту, до якої пiдвiсити великий
вантаж, лiд пiд дротом буде плавитися. Вода витискається з-пiд
дроту i замерзає на ньому. Дрiт поступово пройде крiзь брусок,
однак брусок залишиться нерозрiзанним.
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4.4 Рiдкi кристали
Крiм анiзотропного кристалiчного й iзотропного рiдкого станiв,
речовина може знаходитися ще в одному своєрiдному станi, що
називають рiдиннокристалiчним. За своїми механiчними власти-
востями речовини в цьому станi походять на звичайну рiдину:
вони текучi, причому серед рiдких кристалiв зустрiчаються як
речовини легко рухливi (з малою в’язкiстю), так i менш рухли-
вi (з великою в’язкiстю). У той же час цi рiдини вiдрiзняються
вiд звичайних своєю анiзотропiєю, що найбiльш помiтним чином
виявляється в оптичних властивостях. Рiдиннокристалiчний стан
спостерiгається у багатьох складних органiчних речовин з велики-
ми молекулами. Фiзична природа р.к. стану полягає у наступному.
У звичайнiй рiдинi взаємне розташування i взаємна орiєнтацiя мо-
лекул зовсiм хаотичнi; iншими словами, у своєму тепловому русi
молекули рiдини роблять як хаотичнi поступальнi перемiщення,
так i хаотичне обертання. У рiдкому ж кристалi молекули хоча i
розташованi як цiле в просторi безладним чином, але їхня взаєм-
на орiєнтацiя упорядкована. Хаотичне лише теплове поступальне
перемiщення молекул, але не їхнє обертання. Можливiсть посту-
пального зсуву молекул обумовлює рiдиннi властивостi речовин
– його плиннiсть. Упорядкована ж орiєнтацiя молекул приводить
до анiзотропiї речовини.

Рiдкi кристали — це рiдини, молекули яких мають не сфери-
чну, а витягнуту форму, для яких характерний певним порядок
розташування. Атоми в молекулах розмiщуються в основному або
вздовж певної лiнiї, або в певнiй площинi (рис. 4.9).

Ll
L

l

a á

Рисунок 4.9

Несферичнiсть форми молекули можна характеризувати оди-
ничним вектором l, який називають д и р е к т о р ом i який або па-
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ралельний осi молекули L, утворюючи так званi стрижнеподiбнi
молекули (рис. 4.9, a) або перпендикулярний до її площини — ди-
скоподiбнi молекули (рис. 4.9, б ). Центри мас молекул не утворю-
ють перiодичної гратки, як у кристалi, а розмiщуються хаотично
в просторi i можуть в ньому вiльно перемiщуватися. Зрозумiло,
що орiєнтацiя молекул в такiй анiзотропнiй рiдинi пiдпорядкова-
на цьому порядку тiльки при певнiй температурi, доки тепловi
флуктуацiї не зруйнують даний орiєнтацiйний порядок. Значне
пiдвищення температури викликає розлад в орiєнтацiї молекул.
Коли їх хаотичний поступальний i обертальний рух стає перева-
жаючим, рiдкий кристал перетворюється в звичайну рiдину.

Iснування того чи iншого рiдкого стану залежить не тiльки вiд
температури, але й вiд густини речовини. Тобто вiд концентрацiї
в розчинi несферичних молекул.

Отже, в рiдинах, якi складаються з несферичних молекул, при
помiрних температурах i густинах речовин з’являється певний на-
прям — вiсь L. Уздовж цiєї осi орiєнтуються молекули - стрижнi
i перпендикулярно до неї — молекули - диски. Такi саме осi є i
в деяких твердих молекулярних кристалах. Наявнiсть у рiдинно-
му середовищi видiленої осi надає матерiалу особливих оптичних
властивостей. Цi осi називаються оптичними i зумовлюють схо-
жiсть мiж рiдкими i твердими кристалами. Великий iнтерес до
рiдких кристалiв зумовлений саме тим, що в них виявилось мо-
жливим керувати свiтловими променями, змiнюючи їх iнтенсив-
нiсть, колiр i напрям, впливати на орiєнтацiю оптичних осей у
рiдинах набагато простiше, нiж в твердому тiлi. Орiєнтацiя опти-
чної осi в рiдких кристалах залежить вiд впливу зовнiшнiх умов,
iнородних вкраплень тощо, якi приводять до деформацiї орiєнта-
цiї одиничного вектора l(r). Часто спостерiгаються дефекти орi-
єнтацiї, такi як точки, лiнiї, площини, в межах яких орiєнтацiя
осi L змiнюється дуже рiзко, часто з розривами. Типовi дефекти
зображенi на рис. 4.10, де суцiльнi лiнiї показують локальну орi-
єнтацiю оптичних осей в площинi рисунку.

Рисунок 4.10

Лiнiя або нитка - це мiсце, де молекула рiзко змiнює свою орi-
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єнтацiю. цi нитки дали назву найбiльш простому типу рiдких кри-
сталiв — н ем а т и к и. Як i всякий дефект, такi нитки енергетично
невигiднi для сукупностi молекул, а бiльш вигiдною є паралельна
орiєнтацiя осей всiх молекул. Але iснуванню нематикiв без таких
ниток заважають стороннi причини; нитки можуть закрiплюва-
тись на домiшкових твердих частинках, зовнiшнiх поверхнях або
зачiплюватись одна за одну i заважати одна однiй зникнути.

Iснують iншi типи рiдких кристалiв, якi бiльш жорсткi за сво-
єю структурою, нiж нематики. Деякi з них подiбнi за своєю бу-
довою до мильних плiвок i називаються см е к т и к ами. Смектик
являє собою стопку моношарiв, у кожному з яких молекули орiєн-
тованi однаково i вiльно перемiщуються вздовж нього, але так, що
центри мас їх перебувають на однiй i тiй самiй площинi (рис. 4.11,
a). Цi площини називаються смектичними, розмiщенi вони на одна-
ковiй вiдстанi одна вiд одної, яка наближена рiвна довжинi моле-
кули. Таким чином, смектик має кристалiчну гратку перiодичну в
одному напрямi — вздовж осi Z, яка є оптичною вiссю цього рiдко-
го кристалу. Вздовж площини смектик поводить себе як нематик,
а вздовж єдиної кристалiчної осi проявляє властивостi твердого
тiла, тобто має пружнiсть.

Третiй тип рiдких кристалiв — х о л е с т е р и к и. Молекули, з
яких складаються нематики мають площину симетрiї. Але можна
уявити продовгуватi молекули, якi не мають площини симетрiї.

Z
Y

X

Z
Y

X

a á

Рисунок 4.11

Такi молекули називаються хiральними. Вони мають довгi плоскi
дiлянки, що надає їм схожостi з молекулами нематика, але до пло-
скої дiлянки молекул прикрiплюється короткий спiральний лан-
цюжок атомiв (кiнцi одиничного вектора l утворюють у просторi
спiраль, рис. 4.11, б ). На основнiй плоскiй дiлянцi молекули роз-
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мiщуються десятки й сотнi атомiв, в той час як спiральна дiлянка
їх нараховує одиницi. Залежно вiд напрямку закручування спiра-
лi такi молекули можуть бути i правими, i лiвими. Холестеричнi
рiдкi кристали, якi складаються з хiральних молекул, подiбнi за
структурою до нематикiв, але є принципова рiзниця. Вона полягає
в тому, що однорiдна орiєнтацiя оптичної осi L є енергетично не-
вигiдною. Молекули холестерика можна розмiстити паралельно
одна однiй в тонкому моношарi, але в сусiдньому шарi хiральнi
молекули повиннi бути повернутi на деякий малий кут. А тому
вiсь L повертається поступово вiд шару до шару, утворюючи пра-
вий або лiвий гвинт. Крок гвинта може складати декiлька сотень
нанометрiв, тобто порiвняний з довжиною хвилi свiтла у види-
мiй частинi. Крок гвинта можна змiнити, змiщуючи холестерики
з гвинтами протилежних знакiв, але з одним i тим самим кроком.
Крок гвинта холестерика може змiнюватися пiд дiєю температу-
ри, електричного i магнiтного полiв, випромiнювання, домiшок.
Це приводить до змiни довжини хвилi свiтла, яке вiдбивають хо-
лестеричнi плiвки, а значить, i до змiни їх кольору. Закони вiд-
бивання свiтла для холестерикiв не виконуються. Променi рiзних
довжин хвиль вiдбиваються пiд рiзними кутами, а тому холесте-
рична плiвка у вiдбитому свiтлi яскраво забарвлена. Пройшовши
через всю товщину холестеричної плiвки, свiтло лiнiйно поляри-
зується. Вони також можуть повертати площину поляризацiї на
кут ∼ 105 град/см.

Для рiдких кристалiв характерна анiзотропiя багатьох власти-
востей: електричних, магнiтних, поверхневого натягу, показника
заломлення. Анiзотропiя магнiтної µ i дiелектричної ε проникно-
стi приводить до переорiєнтацiї оптичної осi рiдкого кристалу в
магнiтному i електричному полях. Так, µ i = epsilon будуть ма-
ксимальними вздовж довгої осi молекули i мiнiмальними - впо-
перек осi. Молекули рiдких кристалiв у магнiтному полi орiенту-
ються вздовж його силових лiнiй, що дає можливiсть одержати
монокристали. Комбiнацiя анiзотропiї електропровiдностi σ i дi-
електричної проникливостi ε у рiдких кристалах приводить до ви-
никнення в електричному полi просторово-перiодичних структур
- дифракцiйних решiток. У досить сильних електричних полях
прозорий зразок рiдкого кристалу може сильно розсiювати свiтло
i стає матовим. Цi ефекти зворотнi. Якщо зняти електричне поле,
то зразок повертається в початковий стан. Виключення склада-
ють смектики, якi мають велику в’язкiсть i запам’ятосують дiю
надовго (використовуються в пневмоавтоматицi).

Увага в останнi роки до рiдких кристалiв пояснюється тим,
що вони знаходять широке практичне застосування в радiотехнi-
цi, лазернiй технiцi, голографiї, медицинi, бiологiї, хiмiї, фiзицi
тощо. На основi рiдких кристалiв розроблено перетворювач iн-
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фрачервоного свiтла у видиме. Деякi рiдкi кристали дуже чутливi
до присутностi пари рiзних речовин, пiд дiєю яких змiнюється їх
колiр. На змiну кольору рiдкого кристалу впливають також незна-
чнi температурнi вiдхилення. На цьому принципi працюють деякi
типи рiдкокристалiчних термометрiв. Все ширше вони використо-
вуються для вiдображення iнформацiї, зокрема в цифрових iнди-
каторах на рiдких кристалах для широкого класу приладiв, дис-
плеях, рекламах. З цiєю метою на склянiй пластинцi, яку покри-
вають струмопровiдним прозорим шаром дiоксиду олова SnO2,
витравлюють шрифт або деякi знаки. Пластинки склеюють так,
щоб вiдстань мiж ними була 10-20мкм, при цьому струмопровiд-
ний шар розмiщують з внутрiшньої сторони. Плоский зазор мiж
пластинами заповнюють рiдким кристалом i заклеюють. Дiлянки
рiдкого кристалу, що перебувають пiд напругою ∼ 10В, почи-
нають iнтенсивно розсiювати свiтло, тобто стають матовими. У
мiсцях, де видалений струмопровiдний шар, рiдкий кристал зали-
шається прозорим i чiтко видно шрифт. Такi iндикатори можна
побачити на циферблатах електронних годинникiв, калькулято-
рiв та iнших електронних приладiв. Вигiднi тим, що використо-
вують малi кiлькостi енергiї, низькi керуючi напруги. Наприклад,
циферблат наручного годинника на рiдких кристалах з розмiром
цифр 4мм використовує частки мкВт на квадратний сантиметр.
Для формування зображення використовується зовнiшнє освiтле-
ння, що зумовлює також мале використання енергiї. Чим бiльше
освiтлення примiщення, тим краще, видно зображення.

Широко використовуються рiдкi кристали в молекулярнiй бiо-
логiї, медицинi. Виявляється, що в багатьох живих органiзмах,
таких як нервова тканина, мозок, бiлок в ядрi клiтини, ДНК, спо-
луки холестерину та iнших стероїдiв, спостерiгаються структури
близькi за впорядкованiстю до рiдкокристалiчних. Висока чутли-
вiсть рiдких кристалiв до температури використовується в меди-
чнiй дiагностицi. Цей метод використовується в технiцi неруйнiв-
ного контролю поверхнi рiзних нагрiтих тiл.

4.5 Запитання для самоконтролю
1 Якi особливостi будови твердих кристалiчних тiл?

2 Яке тiло називають монокристалом (полiкристалом)?

3 В чому полягає властивiсть iзотропностi?

4 Назвiть типи кристалiв?

5 Якi iснують точковi дефекти (лiнiйнi дефекти)?
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6 Що називається густиною дислокацiй?

7 Якi є способи пiдвищення мiцностi матерiалiв?

8 Що таке фаза (фазовий перехiд I-го роду)?

9 Який змiст має рiвняння Клапейрона-Клаузiуса?

10 Опишiть властивостi рiдкокристалiчного стану.

11 Якi є типи рiдких кристалiв? Якi їх властивостi?

12 Наведiть приклади застосування рiдких кристалiв.

Приклад 1. Обчислити перiод елементарної комiрки гратки кухон-
ної солi NaCl.

В елементарну комiрку NaCl входить разом 4 iони Na i 4 iони Cl,
тобто 4 молекули NaCl.

Число молекул в одному молi дорiвнює числу Авогадро NA. На один
елементарний куб солi припадає 4 молекули NaCl. Отже, число елемен-
тарних кубiв в одному молi дорiвнює NA/4.

Об’єм одного елементарного кубiка з ребром a (перiод елементарної
комiрки) дорiвнює a3. Тому об’єм одного моля, який складається з NA/4
кубiкiв,

Vµ = a3 NA

4
. (4.6)

З iншого боку, об’єм одного моля можна знайти через густину i
молярну масу:

Vµ =
µ

ρ
. (4.7)

Порiвнюючи (4.6) i (4.7), дiстаємо:

a3 NA

4
=

µ

ρ
,

звiдки

a =
√

4µ

ρNA
= 5,64 · 10−10 м.

Приклад 2. Знайти прирiст температури плавлення льоду поблизу
0◦C при пiдвищеннi тиску на ∆p = 1 атм, якщо питомий об’єм льоду на
∆V = 91 · 10−6 м3/кг бiльший питомого об’єму води.

Запишемо у рiвняннi Клапейрона-Клаузiуса (4.5) похiдну у виглядi

вiдношення приростiв:
∆p

∆T
=

q

T (−∆V )
(q = 334 · 103 Дж/кг — питома

теплота плавлення льоду).
Звiдки ∆T = −T∆V ∆p/q = −7,5мК.
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Роздiл 5
Коливання
Незагасаючi гармонiчнi коливання систем з одним ступенем вiль-
ностi; метод векторних дiаграм; фазовий портрет коливальної
системи; вiльнi коливання в дисипативних системах iз в’язким
тертям; загасання коливань у системах iз сухим тертям; виму-
шенi коливання; вимушенi коливання пiд дiєю гармонiчної сили.

Об’єкти навколишнього свiту знаходяться у неперервному ру-
сi. Важливим класом рухiв є такi, у яких об’єкт робить фiнiтний
(обмежений) рух поблизу деякого положення рiвноваги. Пiд ру-
хом ми розумiємо не тiльки його найпростiшу форму — змiщення
об’єкта в просторi, — але i будь-яку змiну в часi властивостей
матерiї, розподiленої в просторi. Коливаннями називаються про-
цеси, що повторюються (або приблизно повторюються) у часi.

Будь-яка система, коливання якої ми будемо вивчати, може
бути охарактеризована деякою фiзичною величиною, вiдхилення
якої f(x, y, z, t) вiд рiвноважного значення залежить вiд коорди-
нат i часу.

У випадку механiчних систем об’єктами, що рухаються, є то-
чковi маси або фiзично малi елементи об’єму матерiального сере-
довища (рiдини, газу, твердого тiла i т.i.). Тому при описi коливань
таких систем функцiя f(x, y, z, t) може характеризувати змiщен-
ня, швидкiсть, прискорення, деформацiю, кiнетичну або потен-
цiальну енергiю, тиск та iн. При коливаннях в електричних си-
стемах коливною величиною f може бути струм у колi, заряд на
пластинах конденсатора коливального контуру, напруга на коту-
шцi iндуктивностi. У випадку вiдкритого коливального контуру в
навколишнiм просторi коливаються електричне поле E(x, y, z, t) i
магнiтне поле B(x, y, z, t).

Коливання можуть бути результатом короткочасного зовнi-
шнього збудження. Тодi вони називаються вiльними, або власни-
ми. Такi коливання вiдбуваються з частотами, обумовленими ви-
нятково конструктивними особливостями системи — власними ча-
стотами, i продовжуються протягом деякого характерного часу —
часу загасання, що залежить вiд дисипацiї енергiї в системi.

Для пiдтримки незагасаючих коливань до системи повинна
безупинно пiдводитись енергiя вiд зовнiшнього джерела. У цьому
випадку коливання будуть вимушеними. У залежностi вiд спосо-
бу пiдтримки незагасаючих коливань розрiзняють вимушенi ко-
ливання пiд дiєю перiодичної сили, автоколивання, параметричнi
коливання i релаксацiйнi коливання.
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5.1 Незагасаючi гармонiчнi коливання систем
з одним ступенем вiльностi

Якщо положення системи може бути описано одним параметром
f(t), що залежить вiд часу, то така система має один ступiнь
вiльностi. Прикладами таких систем є добре вiдомi математичний
(рис. 5.1, а) i пружинний (рис. 5.1, б ) маятники, якщо перший з
них рухається в однiй площинi, а другий — по прямiй. Для матема-
тичного маятника f(t) може характеризувати або кутове змiщен-
ня f(t) = α(t), або лiнiйне змiщення уздовж траєкторiї f(t) = s(t)
точкової маси m вiд положення рiвноваги, а для пружинного ма-
ятника f(t) = s(t), де s(t) — змiщення маси m вiд її рiвноважного
положення, зображеного пунктиром. Рух таких i подiбних їм си-
стем можна описати на основi другого закону Ньютона:

ma = F , (5.1)

Якщо знехтувати спочатку силами опору (надалi ми врахуємо
їхню дiю), то на масу m математичного маятника буде дiяти ре-
зультуюча сила F = N + mg (N — сила натягу нитки), спря-
мована, узагалi кажучи, пiд кутом до траєкторiї, а на масу m
пружинного маятника, що лежить на гладкiй горизонтальнiй по-
верхнi, — горизонтальна сила F τ , що є функцiєю змiщення s вiд
положення рiвноваги.

Рисунок 5.1

Оскiльки змiщення s(t) у випадку математичного маятника
визначається тангенцiальним прискоренням, то рiвняння (5.1) для
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обох маятникiв запишеться у видi

m
d2s

dt2
= Fτ (s) = −mg sin

s

l
; m

d2s

dt2
= Fτ (s), (5.2)

де l — довжина нитки.
У першому рiвняннi використана проекцiя Fτ (s) результую-

чої сили F на напрямок швидкостi у видi Fτ = −mg sinα =
−mg sin(s/l).

У розглянутих прикладах повертаюча сила Fτ (s) є, взагалi ка-
жучи, нелiнiйною функцiєю змiщення s. Тому точне рiшення рiв-
нянь (5.2), котрi є нелiнiйними, одержати не вдається.

Також будемо вважати змiщення малими в порiвняннi з дов-
жиною нитки чи довжиною недеформованої пружини. При таких
припущеннях повертаюча сила пропорцiйна змiщенню:

Fτ (s) = −mg
s

l
; Fτ (s) = −ks. (5.3)

Вираз злiва записаний при врахуваннi умови sin(s/l) ≈ s/l, а
справа — з врахуванням закону Гука, який є справедливим для
малих деформацiй пружини з жорсткiстю k.

Iз врахуванням (5.3) рiвняння (5.2) матимуть вигляд:

d2s

dt2
= −g

l
s;

d2s

dt2
= − k

m
s. (5.4)

Розрiзняються лише коефiцiєнти в правих частинах цих рiвнянь,
що чисельно дорiвнюють вiдношенню повертаючої сили при оди-
ничному змiщеннi до маси коливного тiла i мають розмiрнiсть
[c−2]. Якщо ввести позначення

ω2
0 =

g
l
, ω2

0 =
k

m
, (5.5)

то рiвняння (5.4) набувають вигляду рiвняння незагасаючих гар-
монiчних коливань, або рiвняння гармонiчного осцилятора:

d2s

dt2
= −ω2

0s. (5.6)

Розв’язком рiвнняння (5.6) є сiмейство гармонiчних функцiй

s(t) = s0 sin(ω0t + ϕ0), (5.7)

79



в чому легко переконатися, двiчi диференцiюючи функцiю s(t) за
часом:

ds

dt
= s0ω0 cos(ω0t + ϕ0);

d2s

dt2
= −s0ω

2
0 sin(ω0t + ϕ0). (5.8)

Вiдмiтимо, що коли рiвняння руху приводиться до виду (5.6),
то його розв’язком є гармонiчнi функцiї (5.7) з частотою ω0, яка
рiвна кореню квадратному з коефiцiєнта бiля s.

Поряд iз круговою частотою ω0 коливання характеризуються
циклiчною частотою ν0 = ω0/2π, яка рiвна числу коливань за
одиницю часу, i перiодом коливань T = 1/ν0, який рiвний трива-
лостi одного коливання.

Перiод гармонiйних коливань (так само як i частоти ω0 i ν0)
не залежить вiд початкових умов i дорiвнює

T = 2π

√
l

g
, T = 2π

√
m

k
. (5.9)

Iншим прикладом є коливання фiзичного маятника — тiла до-
вiльної форми маси m, закрiпленого на горизонтальнiй осi O′ так,
що його центр мас знаходиться в точцi O, вiддаленої вiд осi на
вiдстань a. При вiдхиленнi маятника вiд вертикалi на невеликий
кут α вiн буде здiйснювати вiльнi гармонiйнi коливання пiд дiєю
сили тяжiння, прикладеної до центра мас (рис. 5.2, а).

Якщо вiдомий момент iнерцiї тiла J щодо осi обертання, то
рiвняння обертального руху запишеться у видi

J
d2α

dt2
= M = −mga sinα. (5.10)

Якщо вважати, що при обертаннi, наприклад, проти годинникової
стрiлки кут α збiльшується, то момент сили тяжiння M викликає
зменшення цього кута i, отже, при α > 0 момент M < 0. Це i
вiдбиває знак ”–“ у правiй частинi (5.10).

Для малих кутiв вiдхилення рiвняння (5.10) переходить у рiв-
няння гармонiчних коливань

d2α

dt2
= −mga

J
α, (5.11)

в якому частота ω0 i перiод T коливань вiдповiдно рiвнi:

ω2
0 =

mga

J
; T = 2π

√
J

mga
. (5.12)
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Порiвнюючи вирази для перiоду коливань фiзичного (5.12) i
математичного (5.9) маятникiв, легко бачити, що формули iден-
тичнi, коли

J

ma
= l. (5.13)

Тому фiзичний маятник характеризують приведеною довжиною
(5.13), що дорiвнює довжинi математичного маятника з таким са-
мим перiодом коливань.

Перiод коливань фiзичного маятника (а, отже, i його приведе-
на довжина l) немонотонно залежить вiд вiдстанi a. Це легко помi-
тити, якщо вiдповiдно до теореми Гюйгенса–Штейнера момент
iнерцiї J виразити через момент iнерцiї J0 щодо паралельної го-
ризонтальної осi, що проходить через центр мас: J = J0 + ma2.
Тодi перiод коливань (5.12) буде дорiвнювати:

T = 2π

√
J0 + ma2

mga
. (5.14)

Змiна перiоду коливань при вiддаленi осi обертання вiд центра
мас O в обидва боки на вiдстань a показане на рис. 5.2, б. Легко

a á â

Рисунок 5.2

бачити, що той самий перiод коливань може реалiзуватися щодо
кожної з чотирьох осей, що розташованi попарно по рiзнi сторони
вiд центра мас. Можна показати, що сума вiдстаней a+

1 i a+
2 рiвна

приведенiй довжинi фiзичниго маятника: l = a+
1 + a+

2 . В силу
симетрiї графiка зрозумiло, що

l = a+
1 + a−2 . (5.15)

Ця обставина дозволяє для будь-якої осi обертання O+ визначити
вiдповiдну їй вiсь O−. Перiод коливань щодо цих осей однаковий,
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а вiдстань мiж ними дорiвнює приведенiй довжинi фiзичного ма-
ятника. На рис. 5.2, в зображенi положення осей O+ i O− , при
цьому вiсь обертання, вiддалена на вiдстань a−2 , при такiй формi
маятника знаходиться поза ним.

Фiзичний маятник застосовується для визначення прискорен-
ня вiльного падiння. З цiєю метою вимiрюють залежнiсть перiоду
коливань маятника вiд положення осi обертання i за цiєю експери-
ментальною залежнiстю знаходять вiдповiдно до формули (5.15)
приведену довжину. Визначена в такий спосiб приведена довжи-
на в поєднаннi з вимiряним перiодом коливань щодо обох осей
дозволяє обчислити прискорення вiльного падiння.

5.2 Метод векторних дiаграм

Гармонiчнi коливання (5.7) допускають наочну графiчну iнтер-
претацiю. Її змiст полягає в тому, що кожному гармонiчному ко-
ливанню з частотою ω0 можна поставити у вiдповiднiсть вектор,
що обертається з кутовою швидкiстю ω0, довжина якого дорiвнює
амплiтудi s0, а його початкове (стартове) положення задається ку-
том ϕ0, що збiгається з початковою фазою (рис. 5.3). Вертикальна
проекцiя вектора s0 змiнюється з часом: s(t) = s0 sinϕ(t). Миттє-
ве положення вектора s0 визначається кутом ϕ(t), що називається
фазою i дорiвнює:

ϕ(t) = ω0t + ϕ0. (5.16)
При кутовiй швидкостi (круговiй частотi) ω0 вектор робить ν0 =
ω0

2π
обертiв (циклiв) за секунду, а тривалiсть одного оберту (перi-

од) дорiвнює вiдношенню кута 2π до кутової швидкостi ω0: T =
2π/ω0.

Рисунок 5.3
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За допомогою векторних дiаграм легко виконати додавання
гармонiчних коливань. Так, якщо необхiдно скласти два колива-
ння з однаковими частотами

s(t) = s1(t)+s2(t) = s01 sin(ω0t+ϕ1)+s02(ω0t+ϕ2) = s0 sin(ω0t+ϕ),

то амплiтуду s0 i початкову фазу ϕ сумарного коливання s(t) з
тiєю же частотою ω0 можна легко розрахувати з рис. 5.4, a, на
якому графiчно зображена операцiя додавання векторiв s0 = s01+
s02 у момент часу t = 0:

s0 =
√

(s01 cosϕ1 + s02 cosϕ2)2 + (s01 sinϕ1 + s02 sinϕ2)2 =

=
√

s2
01 + s2

02 + 2s01s02(cosϕ1 cosϕ2 + sin ϕ1 sinϕ2) =

=
√

s2
01 + s2

02 + 2s01s02 cos(ϕ1 − ϕ2),

ϕ = arctg
s01 sinϕ1 + s02 sinϕ2

s01 cosϕ1 + s02 cosϕ2
. (5.17)

Зрозумiло, що вертикальна проекцiя вектора s0 буде також
змiнюватися за гармонiчним законом з частотою ω0, оскiльки вза-
ємне розташування векторiв s01 i s02 не змiнюється з часом.

a á

Рисунок 5.4

З цiєї дiаграми наочно видно, що сумарне коливання s(t) ви-
переджає по фазi коливання s1(t) i вiдстає по фазi вiд коливання
s2(t). Повна фаза для кожного з трьох коливань у довiльний мо-
мент часу вiдрiзняється вiд їхнiх початкових фаз на одну i ту
саму величину ω0t, що при побудовi векторних дiаграм не врахо-
вують. При цьому коливання зображується нерухомим вектором
(рис. 5.4, б ), а частота коливань вважається вiдомою.
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5.3 Фазовий портрет коливальної системи
У будь-якiй коливальнiй системi з одним ступенем вiльностi змi-
щення s(t) i швидкiсть v(t) = ds/dt змiнюються з часом. Стан
системи в кожен момент часу можна характеризувати двома зна-
ченнями (s i v), i на площинi цих змiнних цей стан однозначно
визначається положенням точки Р з координатами s i v. З часом
точка P буде перемiщатися по кривiй, яку називають фазовою
траєкторiєю руху (рис. 5.5, a).

a á

Рисунок 5.5

Площина змiнних s i v називається фазовою площиною. Сiмей-
ство фазових траєкторiй утворить фазовий портрет коливальної
системи. Аналiз фазового портрета дає хоча i не повну, але значну
iнформацiю про коливальну систему. До побудови такого портре-
та прибiгають тодi, коли не вдається вирiшити аналiтично рiвнян-
ня, що описують складнi коливання. У першу чергу це вiдноситься
до нелiнiйних коливань, аналiз яких утруднений за вiдсутностi то-
чних рiшень нелiнiйних рiвнянь.

Спочатку проiлюструємо сказане на прикладi найпростiших
гармонiчних коливань виду s(t) = s0 sin(ω0t+ϕ0). Оскiльки швид-

кiсть v(t) =
ds

dt
= s0ω0 sin(ω0t + ϕ0 +

π

2
) випереджає змiщення

по фазi на π/2, то фазова траєкторiя буде елiпсом. Точка P бу-
де рухатися по елiптичнiй траєкторiї за годинниковою стрiлкою
(при v > 0 змiщення s збiльшується, а при v < 0 — зменшується
(рис. 5.5, б )).

Параметри елiпса визначаються енергiєю, якою володiє гар-
монiчний осцилятор. Потенцiальна енергiя пружинного маятника
пропорцiйна квадрату змiщення:

Eпот =
1
2
ks2 =

1
2
ks2

0 sin2(ω0t + ϕ0). (5.18)
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Кiнетична енергiя пропорцiйна квадрату швидкостi:

Eкiн =
1
2
mv2 =

1
2
mω2

0s
2
0 cos2(ω0t + ϕ0). (5.19)

Якщо взяти до уваги рiвнiсть k = mω2
0, те легко бачити, що

взаємоперетворення одного виду енергiї в iнший за перiод вiд-
буваються двiчi. При цьому повна енергiя системи залишається
постiйною

E0 = Eпот + Eкiн =
1
2
mω2

0s
2
0 (5.20)

або (енергiя записана в координатах s i v):

E0 = Eпот + Eкiн =
1
2
ks2 +

1
2
mv2 =

1
2
m(ω2

0s
2 + v2). (5.21)

Рiвнiсть (5.21) саме i є рiвнянням елiпса, яку можна перепи-
сати в бiльш зручному виглядi:

s2 +
v2

ω2
0

=
2E0

mω2
0

. (5.22)

Фазовий портрет гармонiчного осцилятора являє собою сiмей-
ство елiпсiв, кожному з яких вiдповiдає енергiя E0, котрою володiє
осцилятор. Положення рiвноваги в точцi 0 на фазовiй площинi є
особливою точкою i називається особливою точкою типу "центр".

Iз збiльшенням енергiї E0 зростають амплiтуди коливань змi-
щення s0 i швидкостi s0ω0. Коливання, як правило, перестають
бути гармонiчними, а фазовi траекторiї — елiпсами.

Проаналiзуємо на фазовiй площинi коливання математичного
маятника при довiльних кутах вiдхилення α вiд положення рiвно-
ваги. При цьому будемо вважати, що точкова маса m прикрiплена
не до нитки, а до твердого невагомого стрижня довжини l. Перше
з рiвнянь (5.2) запишемо у видi

d2α

dt2
= −ω2

0 sinα. (5.23)

Це нелiнiйне рiвняння не має простого аналiтичного рiшення.
Однак багато закономiрностей таких коливань можна проаналiзу-

вати з використанням фазового портрета на площинi (α; α̇ =
dα

dt
— кутова швидкiсть маятника). З цiєю метою рiвняння (5.23) тре-
ба перетворити до такого виду, щоби в ньому залишилися тiльки
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цi змiннi, а час був би виключеним. Для цього кутове прискорення
в лiвiй частинi (5.23) перетворимо до виду:

d2α

dt2
=

dα̇

dt
=

dα̇

dα
· dα

dt
=

dα̇

dα
· α̇ =

1
2

d(α̇2)
dα

. (5.24)

Пiдставляючи (5.24) у (5.23), одержимо

1
2
d(α̇2) = −ω2

0 sinαdα. (5.25)

Рiвняння (5.25) вiдбиває той факт, що збiльшення кiнетичної
енергiї маятника дорiвнює зменшенню його потенцiйної енергiї в
полi сили тяжiння. Iнтегруючи (5.25), одержимо

α̇2

2
− ω2

0 cosα = const. (5.26)

Якщо прийняти, що потенцiальна енергiя маятника в поло-
женнi рiвноваги дорiвнює нулю, то константа виражається через

повну енергiю маятника E0 =
1
2
ml2α̇2

0 (α̇0 — кутова швидкiсть
маятника в положеннi рiвноваги):

const =
E0

ml2
− ω2

0. (5.27)

Рiвняння фазової траєкторiї (5.26) остаточно запишеться у ви-
дi:

1
2

α̇2

ω2
0

+ (1− cosα) =
E0

ml2ω2
0

. (5.28)

При цьому потенцiальна i кiнетична енергiї задаються виразами

Eкiн =
1
2
ml2α̇2; Eпот = ml2ω2

0(1− cosα). (5.29)

Використовуючи (5.28), побудуємо фазовий портрет системи
(рис. 5.6).

Чiтко видно два типи фазових траєкторiй, що вiдповiдають
двом типам руху. Замкнутi траєкторiї, що оточують особливi то-
чки типу "центр"з координатами α̇ = 0, α = 2πn(n — цiле число),
вiдповiдають коливанням маятника вiдносно стiйкого нижнього
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Рисунок 5.6

положення рiвноваги. Такi коливання мають мiсце, якщо енер-
гiя системи E0 < ml2ω2

0 = 2mgl (рис. 5.6). При цьому, якщо
E0 ¿ 2mgl, то коливання будуть гармонiчними, а фазовi траєкто-
рiї — елiпсами. Якщо E0 ∼ 2mgl, то коливання будуть негармонi-
чними. При збiльшеннi енергiї, а вiдповiдно, i амплiтуди коливань
осцилятора, їхнiй перiод буде зростати, оскiльки повертаюча сила
у рiвняннi (5.23) менша, нiж у випадку гармонiчного осцилятора.

Верхньому положенню рiвноваги з координатами α̇ = 0, α =
(2n−1)π вiдповiдають особливi точки типу "сiдло". Фазовi кривi,
що проходять через "сiдла", вiдповiдають енергiї E0 = 2mgl i
називаються сепаратрисами.

Якщо, нарештi, E0 > 2mgl, то отримуються незамкнутi трає-
кторiї, що вiдповiдають обертальному руху маятника.

Таким чином, сепаратриси роздiляють фазову площину на двi
областi: область замкнених траєкторiй i область траєкторiй, що
приходять з нескiнченностi й iдуть у нескiнченнiсть.

Вiдзначимо, що для негармонiчних коливань не можна вжи-
вати термiн "кругова частота", оскiльки, такi коливання є супер-
позицiєю гармонiчних коливань з рiзними частотами. Перiод же
є однiєї з головних характеристик коливань. Фазовий портрет не
дозволяє визначити як швидко рухається точка по траєкторiї.
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5.4 Вiльнi коливання в дисипативних систе-
мах iз в’язким тертям

У реальних системах завжди вiдбувається дисипацiя енергiї. Якщо
втрати енергiї не будуть компенсуватися за рахунок зовнiшнiх
пристроїв, то коливання з часом будуть загасати i через деякий
час припиняться взагалi.

Формально загасаючi коливання описуються рiвнянням

m
d2s

dt2
= Fτ (s) + Fтр

(
ds

dt

)
, (5.30)

яке, на вiдмiну вiд (5.2), крiм повертаючої сили Fτ , мiстить i си-
лу тертя Fтр. Сила опору руху, узагалi кажучи, залежить як вiд
напрямку швидкостi (наприклад, при сухому тертi), так i вiд ве-
личини швидкостi (при русi у в’язкому середовищу). Якщо по-
вертаюча сила пропорцiйна зсуву: Fτ (s) = −ks, де k — коефiцiєнт
пропорцiйностi (для пружинного маятника — жорсткiсть пружи-
ни), то рiвняння (5.30) можна переписати у видi

d2s

dt2
− Fтр

m
+ ω2

0s = 0, (5.31)

де ω0 =

√
k

m
— власна частота незагасаючих гармонiчних коли-

вань.
Спочатку ми розглянемо загасаючi коливання у випадку, коли

на коливне тiло дiє сила в’язкого тертя, пропорцiйна швидкостi:

Fтр = −Γ
ds

dt
. Така ситуацiя може мати мiсце, наприклад, при ко-

ливальному русi тiла в повiтрi чи рiдинi, коли число Рейнольдса
Re ∼ 1 або Re < 1. Тодi рiвняння (5.31) можна записати у видi:

d2s

dt2
+ 2δ

ds

dt
+ ω2

0s = 0, (5.32)

де δ =
Γ

2m
— коефiцiєнт або показник загасання.

Загальна iдея розв’язку однорiдних лiнiйних рiвнянь типу (5.32)
полягає у наступному: як функцiональну залежнiсть s(t) треба
вибрати таку, котра при диференцiюваннi за часом переходить у
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саму себе, тобто експоненту: s(t) = s0e
λt. Пiдставимо її в рiвняння

(5.32):
s0e

λt(λ2 + 2δλ + ω2
0) = 0. (5.33)

Оскiльки eλt 6= 0, отримуємо так зване "характеристичне рiвнян-
ня":

λ2 + 2δλ + ω2
0 = 0, (5.34)

яке в данному випадку (для рiвняння другого порядку) має два
кореня

λ1,2 = −δ ±
√

δ2 − ω2
0, (5.35)

а само рiвняння (5.32) – два незалежних розв’язка: s1(t) = s01e
λ1t

i s2(t) = s01e
λ2t. У силу лiнiйностi рiвняння (5.32) сума будь-яких

його розв’язкiв також є розв’язком, тобто справедливий так зва-
ний "принцип суперпозицiї" розв’язкiв, i загальним розв’язком
даного рiвняння є

s(t) = s01e

(
−δ+

√
δ2−ω2

0

)
t + s02e

(
−δ+

√
δ2−ω2

0

)
t
. (5.36)

Рiшення мiстить двi незалежнi константи s01 i s02, що визначаю-
ться з початкових умов s(0), v(0).

У залежностi вiд спiввiдношення δ i ω0 можливi три випадки:
1. Якщо δ < ω0, то

√
δ2 − ω2

0 = i
√

ω2
0 − δ2, де i ≡ √−1 — уяв-

на одиниця. Розв’язок буде комплексним, але оскiльки початковi
умови дiйснi, то за допомогою формули Ейлера:

eiϕ = cosϕ + i sinϕ (5.37)

неважко показати, що загальний розв’язок буде дiйсним i може
бути записаний у видi:

s(t) = s0e
−δt sin(ωt + ϕ0), (5.38)

тобто уявляє собою загасаючi коливання, частота яких ω менша,
нiж у власних незагасаючих коливань:

ω =
√

ω2
0 − δ2. (5.39)

Коливання, що описуються (5.38) не є гармонiчними (рис. 5.7).
Пiд їх амплiтудою будемо розумiти величину

A(t) = s0e
−δt, (5.40)
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котра монотонно зменшується iз часом. "Тривалiсть" коливань
характеризується часом загасання

τ =
1
δ
. (5.41)

Якщо пiдставити τ у (5.40), то легко бачити, що по закiнченню
часу загасання τ амплiтуда убуває в e разiв. Кiлькiсть зроблених
системою коливань за час τ дорiвнює вiдношенню цього часу до

Рисунок 5.7

перiоду загасаючих коливань T = 2π/ω. Якщо загасання в си-
стемi мале (δ ¿ ω0), то перiод коливань T ≈ 2π/ω0, i число цих
коливань велике:

N =
τ

T
≈ ω0

2πδ
À 1. (5.42)

Експоненцiальний закон зменшення амплiтуди згодом дозво-
ляє ввести безрозмiрний параметр — ло г а р ифм i ч н и й д е к р е-
м е н т з а г а с а н н я θ, що дорiвнює логарифму вiдношення двох
послiдовних вiдхилень в одну i ту саму сторону:

θ = ln
A(t)

A(t + T )
= δT. (5.43)

З (5.41), (5.42) i (5.43) знаходимо:

θ = N−1. (5.44)

Логарифмiчний декремент загасання можна оцiнити, якщо пiд-
рахувати кiлькiсть коливань, зроблених системою за час загаса-
ння τ , тобто до зменшення амплiтуди коливань приблизно в 3
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рази. Чим бiльше число цих коливань, тим менше втрати енергiї
в системi.

Простежимо за зменшенням енергiї, якою володiє осцилятор, з
часом. Використовуючи (5.38), запишемо за аналогiєю до (5.18) i
(5.19) вирази для потенцiальної та кiнетичної енергiй осцилятора:

Eпот =
1
2
ks2

0e
−2δt sin2(ωt + ϕ0), (5.45)

Eкiн =
1
2
mω2s2

0e
−2δt cos2(ωt + ϕ0), (5.46)

Помiтимо, що, строго кажучи, швидкiсть рiвна

v =
ds

dt
= −s0δe

−δt sin(ωt + ϕ0) + s0ωe−δt cos(ωt + ϕ0). (5.47)

Очевидно, що якщо δ ¿ ω, то першим доданком у (5.47) можна
знехтувати i записати вираз для кiнетичної енергiї у видi (5.46).
Сумарна енергiя осцилятора убуває з часом:

E(t) = Eпот + Eкiн =
1
2
s2
0e
−2δt[k sin2(ωt + ϕ0) + mω2 cos2(ωt + ϕ0)].

(5.48)
Вiзьмемо до уваги, що при δ ¿ ω частота ω ≈ ω0. Оскiльки k =
mω2

0, то (5.48) остаточно запишеться у видi

E(t) =
1
2
s2
0mω2

0e
−2δt = E0e

−2δt. (5.49)

Повна енергiя осцилятора, рiвна спочатку E0 =
1
2
s0mω2

0, монотон-
но зменшується з часом за експоненцiальним законом i зменшує-
ться в e разiв за час

τE =
1
2δ

=
τ

2
. (5.50)

"Якiсть" коливальної системи характеризують безрозмiрним
параметром Q — до б р о т н i с тю. Добротнiсть пропорцiйна вiд-
ношенню енергiї E(t) до енергiї ∆ET , що втрачається за перiод
(рис. 5.8):

Q = 2π
E(t)
∆ET

= 2π
E0e

−2δt

E0e−2δt − E0e−2δ(t+T )
=

2π

1− e−2δT
. (5.51)
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Рисунок 5.8

Якщо кiлькiсть коливань велика, то δT = 1/N ¿ 1. Тодi

Q =
2π

1− e−2δT
=

2π

1− (1− 2δT + . . .)
≈ π

θ
= πN. (5.52)

При експоненцiальному законi убування енергiї з часом добро-
тнiсть Q виявляється постiйною величиною, що, як i логарифмi-
чний декремент загасання θ, можна легко оцiнити за кiлькiстю
коливань NQ = πN ≈ 3N , зроблених системою до їхнього пов-
ного припинення (за час 3τ амплiтуда коливань зменшується в
e3 ≈ 20 разiв, тобто коливання практично цiлком загасають).

Слiд зазначити, що добротнiсть не тiльки характеризує зага-
сання коливань, але i є важливою величиною, що визначає па-
раметри вимушених коливань, здiйснюваних пiд дiєю зовнiшньої
перiодичної сили.

2. Розглянемо тепер випадок δ = ω0, коли коренi характе-
ристичного рiвняння кратнi: λ1 = λ2 = −δ. При цьому частота
ω =

√
ω2

0 − δ2 = 0, тобто коливання вiдсутнi. Загальний розв’я-
зок, що неважко перевiрити пiдстановкою, має наступний вигляд:

s(t) = (s0 + Ct)e−δt, (5.53)

де незалежнi постiйнi s0 i C визначаються, як i ранiш, початкови-
ми умовами. Можливий вид залежностi s(t) при рiзних початко-
вих умовах наведено на рисунку 5.9, а.

Їхньою характерною рисою є те, що вони перетинають вiсь
Ot не бiльш одного разу, i повернення до рiвноважного стану в
системi, виведеної з нього, вiдбувається за час порядку декiлькох
τ . Такий режим руху називається критичним.
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a á

Рисунок 5.9

3. Нарештi, якщо δ > ω0, те загальне рiшення (5.36) є сумою
двох убуваючих з часом експонент, оскiльки −δ ±

√
δ2 − ω2

0 < 0.
Можливий вигляд залежностей s(t) схожий на тi, що зображено
на рис. 5.9, а, але повернення до рiвноваги здiйснюється повiль-
нiше, нiж у критичному режимi, оскiльки в’язке тертя бiльше.
Даний режим руху називається закритичним.

Вiдзначимо, що найбiльш швидке повернення системи до по-
ложення рiвноваги вiдбувається в критичному режимi, а в коли-
вальному та закритичному режимах цей процес триває довше.
Тому, наприклад, гальванометри — прилади для електричних ви-
мiрiв — працюють звичайно в режимi, близькому до критичного,
коли процес установлення їхнiх показань, тобто зсуву s рамки до
стiйкого вiдхилення sвст, має найменшу тривалiсть (рис. 5.9, б ).

Iлюстрацiєю до розглянутих закономiрностей загасаючих ко-
ливань є фазовi портрети, побудованi для коливального (δ < ω0),
а також критичного i закритичного (δ ≥ ω0) режимiв (рис. 5.10).

При δ < ω0 фазовий портрет являє собою сукупнiсть спiра-
лей, що стягаються в особливу точку типу "фокус". На рис. 5.10
зображена одна з таких спiралей. За кожен оборот радiус спiра-
лi зменшується в eθ раз. Для критичного i закритичного режимiв
δ ≥ ω0 фазовi траєкторiї сходяться в особливу точку типу "вузол".

5.5 Загасання коливань у системах iз сухим
тертям

На практицi ми часто маємо справу iз системами, у яких головну
роль вiдiграє сила сухого тертя, що не залежить вiд швидкостi.
Типовий приклад — пружинний маятник, вантаж якого ковзає по
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Рисунок 5.10

шорсткуватiй горизонтальнiй поверхнi, чи коливальна система у
стрiлочних вимiрювальних приладах, основу якої складає рамка,
що обертається та випробовує дiю сил сухого тертя в осi оберта-
ння. Хоча сила Fтр сухого тертя i не змiнюється за величиною,
проте вона змiнює свiй напрям при змiнi напрямку швидкостi. У
силу цього необхiдно записати два рiвняння

d2s

dt2
+ ω2

0s = −Fтр

m
для

ds

dt
> 0; (5.54)

d2s

dt2
+ ω2

0s = +
Fтр

m
для

ds

dt
< 0; (5.55)

Якщо в (5.54) зробити замiну s1 = s +
Fтр

mω2
0

, а в (5.55) — s2 =

s− Fтр

mω2
0

, то обидва рiвняння приймуть однакового вигляду:

d2s1,2

dt2
+ ω2

0s1,2 = 0. (5.56)

Фазовi траєкторiї, що вiдповiдають цьому рiвнянню, являють

собою елiпси з центрами, що мають координати s− = − Fтр

mω2
0

(s1 =

0) для верхньої напiвплощини
ds

dt
> 0, i s+ = +

Fтр

mω2
0

(s2 = 0) для

нижньої напiвплощини
ds

dt
< 0. Щоб побудувати фазовий портрет,
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необхiдно замкнути фазовi траєкторiї верхньої i нижньої напiв-

площин на їхнiй загальнiй межi
ds

dt
= 0.

З побудованого на рис. 5.11, а фазового портрета видно, що
рух припиняється пiсля скiнченої кiлькостi коливань. Надзвичай-
но важливим є те, що система не обов’язково прийде до стану
s = 0, а може зупинитися, потрапивши в зону застою s+−s−. Зо-
на застою тим бiльша, чим бiльша сила Fтр. З фазового портрета
легко визначити зменшення амплiтуди коливань за один перiод.
Ця змiна амплiтуди в два рази перевищує довжину зони застою:

∆A = A(t)−A(t + T ) = 2(s+ − s−) =
4Fтр

mω2
0

. (5.57)

Таким чином, на вiдмiну вiд експоненцiального закону (5.40), ха-
рактерного для в’язкого тертя, амплiтуда коливань зменшується
з часом лiнiйно.

a á

Рисунок 5.11

На рис. 5.11, б показана залежнiсть зсуву коливного тiла вiд
часу при сухому тертi. Кiлькiсть скоєних системою коливань до
їхнього припинення залежить вiд початкової амплiтуди A0, i ї ї
можна оцiнити за формулою:

N =
A0

∆A
=

A0

2(s+ − s−).
(5.58)

Вона залежить вiд початкової амплiтуди A0. Частота коливань
ω0 =

√
k/m залишається такою ж, як i при вiдсутностi сили тертя

(див. (5.56)).
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Коливання продовжуються доти, поки їхня амплiтуда залиша-
ється бiльше половини ширини зони застою s+ − s−. При цьому
в реальних умовах маса, що коливається, зупиняється у випадко-
вому положеннi усерединi цiєї зони (у точцi Р на рис. 5.11, б ).

5.6 Вимушенi коливання
Спочатку ми розглянули вiльнi загасаючi коливання, що вини-
кають при початковому короткочасному впливi зовнiшнiх сил на
коливальну систему. Тим часом, у повсякденнiй практицi ми зi-
штовхуємося з незагасаючими коливаннями, для пiдтримки яких
необхiдно пiдводити енергiю до коливальної системи, щоб компен-
сувати її енергетичнi втрати.

Одним з розповсюджених способiв пiдтримки незагасаючих
коливань є безупинний вплив на коливну масу перiодичної ви-
мушуючої сили

F (t) = F (t + T ), (5.59)

Якщо, наприклад, таку силу прикласти до коливної маси описа-
ного вище пружинного маятника (рис. 5.12), то рiвняння її руху
прийме вид:

m
d2s

dt2
= −Γ

ds

dt
− ks + F (t). (5.60)

Досвiд показує, що якщо сила раптово починає дiяти (напри-
клад, у момент часу t = 0), те маятник почне поступово роз-
гойдуватися, i через деякий час його коливання встановляться.
За порядком величини час встановлення таких вимушених коли-
вань буде збiгатися з часом загасання τ = δ−1 = 2m/Γ. Далi ми
сконцентруємо увагу саме на сталих коливаннях. Природно, що
параметри таких коливань будуть залежати вiд конкретного ви-
ду сили F (t). З математики добре вiдомо, що будь-яку перiодичну

Рисунок 5.12
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функцiю можна представити у виглядi ряду Фур’є:

F (t) =
∞∑

n=0

F0n sin
(

2π

T
nt + ψn

)
. (5.61)

Фiзичний змiст цього представлення полягає в тому, що перi-
одичний вплив F (t) еквiвалентний одночасному впливу постiйної
сили F00 i набору гармонiчних сил з вiдповiдними амплiтудами

F0n, початковими фазами ψn i частотами ωn =
2π

T
n = ωn, якi

кратнi основнiй частотi ω =
2π

T
.

Щоб одержати повну картину вимушених коливань пiд дi-
єю сили (5.61), необхiдно прийняти до уваги лiнiйнiсть рiвняння
(5.60). Це дозволяє представити його розв’язок s(t) як суму гар-
монiчних коливань:

s(t) =
∞∑

n=0

s0n sin
(

2π

T
nt + ϕn

)
, (5.62)

що вiдбуваються iз сталими амплiтудами s0n i фазами ϕn на ча-
стотах ωn вiдповiдних гармонiк вимушуючої сили (5.61). Кожен
доданок у (5.62) може розглядатися як вимушене гармонiйне ко-
ливання, що вiдбувається пiд дiєю зовнiшньої гармонiйної сили з

амплiтудою F0n i частотою ωn =
2π

T
n.

5.7 Вимушенi коливання пiд дiєю гармонiчної
сили

Нехай зовнiшня сила змiнюється за гармонiчним законом

F (t) = F0 sinωt. (5.63)

Рiвняння (5.60) в цьому випадку прийме вигляд:

m
d2s

dt2
= −Γ

ds

dt
− ks + F0 sinωt. (5.64)

Пiд дiєю цiєї сили маятник в усталеному режимi буде викону-
вати гармонiчнi коливання

s(t) = s0 sin(ωt + ϕ0). (5.65)
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Як показує досвiд, амплiтуда s0 i початкова фаза ϕ0 (тобто
зсув фази мiж змiщенням s i силою F ) встановлених коливань за-
лежать не тiльки вiд амплiтуди сили F0 (що очевидно з рiвняння
(5.64)), але i вiд того, наскiльки частота вимушуючої сили ω вiд-
рiзняється вiд власної частоти коливань маятника ω0 =

√
k/m.

Найбiльш сильно маятник буде розгойдуватися, коли цi частоти
практично збiгаються: ω ≈ ω0.

Перш нiж приступити до знаходження s0 i ϕ0, зауважимо,
що для механiчних коливальних систем не так просто з технi-
чної точки зору здiйснити вплив гармонiчної сили безпосередньо
на масу, що рухається. Набагато простiше це зробити для еле-
ктричних i оптичних коливальних систем, наприклад, для коли-
вального контуру, пiдключеного до зовнiшнього джерела змiнної
напруги. Однак, легко бачити, що можна пiдтримувати вимуше-
нi коливання маятника, зображеного на рис. 5.12, iншим спосо-
бом, не прикладаючи безпосередньо зовнiшню силу F (t) до ма-
си m. Досить лише цю силу прикласти до лiвого кiнця вiльної
пружини так, щоб цей кiнець рухався за гармонiчним законом
ξ(t) = ξ0 sinωt (рис. 5.13). Тодi подовження пружини складе ве-
личину s−ξ, а сила пружностi, прикладена до маси m, буде рiвна

Рисунок 5.13

−k(s− ξ). Тому рiвняння руху маси m запишеться у видi:

m
d2s

dt2
= −Γ

ds

dt
− k(s− ξ). (5.66)

Якщо прийняти до уваги, що сила пружностi пружини у вiд-
сутностi змiщення груза (s = 0) рiвна

F (t) = kξ(t) = kξ0 sinωt, (5.67)

то рiвняння (5.66) цiлком еквiвалентно рiвнянню (5.64). Сила (5.67)
вiдiграє роль зовнiшньої гармонiчної сили в класичнiй схемi, що
зображена на рис 5.12. Ця сила легко може бути вiзуалiзована,
оскiльки її величина i напрямок однозначно визначаються змi-
щенням рухливого лiвого кiнця пружини. Це, у свою чергу, дає
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можливiсть наочно продемонструвати фазовi спiввiдношення мiж
силою F (t) (чи змiщенням ξ(t)) i змiщенням s(t) маси, що коли-
вається.

Перепишемо рiвняння (5.66) у такий спосiб:

d2s

dt2
+ 2δ

ds

dt
+ ω2

0s =
F0

m
sinωt, (5.68)

де F0 = kξ0.
Розв’язок цього рiвняння будемо шукати у видi гармонiчного

коливання (5.65), де амплiтуда s0 i фаза ϕ0 можуть бути визна-
ченi, якщо пiдставити (5.65) у (5.68).

Розглянемо три важливих режими вимушених коливань.

Повiльнi коливання.

Якщо частота вимушуючої сили ω значно менша ω0, то швидкiсть
ds

dt
i прискорення

d2s

dt2
коливної маси будуть дуже малими. Тому

можна знехтувати першими двома членами в лiвiй частинi рiвня-
ння (5.68) i записати його у наближеному видi:

ω2
0s =

F0

m
sinωt. (5.69)

Його розв’язок очевидний:

s(t) =
F0

mω2
0

sinωt =
F0

k
sinωt. (5.70)

У цьому режимi змiщення вантажу пропорцiйний зовнiшнiй
силi i не залежить вiд величини його маси m. Рiшення (5.70) є,
власне кажучи, математичним вираженням закону Гука для ста-
тичної деформацiї пружини. Тому цей режим можна назвати ква-
зiстатичним (майже статичним). Амплiтуда коливань вiдповiдно
до цього закону дорiвнює s0 = F0/k, а змiщення s(t) змiнюється
у фазi iз зовнiшньою силою.

У схемi, що зображена на рис. 5.13, це еквiвалентно тому, що
змiщення маси m практично повторює змiщення лiвого кiнця пру-
жини:

s(t) =
F0

k
sinωt =

kξ0

k
sinωt = ξ(t), (5.71)

оскiльки F0 = kξ0. Це i не дивно, тому що для руху маси m iз зне-
важливо малим прискоренням не потрiбно великих деформацiй
пружини: s(t)− ξ(t) ≈ 0.
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Швидкi коливання.

Якщо ω À ω0, то перiод вимушених коливань T = 2π/ω малий.
Це означає, що маса m знаходиться пiд дiєю лише зовнiшньої си-
ли F (t), а сила пружностi ks i в’язкого тертя Γds

dt малi. Дiйсно,
за половину короткого перiоду коливань, коли маса рухається в
одному напрямку, вона не встигає набрати як помiтну швидкiсть
ds
dt , так i змiститися на достатню величину s вiд положення рiвно-
ваги. Тому в рiвняннi (5.68) можна опустити члени, що мiстять s
i ds

dt , i записати його в iншому наближеному видi:

d2s

dt2
=

F0

m
sinωt. (5.72)

Iнтегруючи це рiвняння двiчi, знаходимо закон руху коливальної
маси:

s(t) = − F0

mω2
sinωt =

F0

mω2
sin(ωt− π). (5.73)

З (5.73) випливає, що змiщення вiдносно зовнiшньої сили запi-
знюється по фазi на π (ϕ0 = −π), а амплiтуда, як ми i припускали,
убуває зi збiльшенням частоти.

У схемi, зображенiй на рис. 5.13, у такому режимi лiвий рухли-
вий кiнець пружини i маса m завжди рухаються у протилежних
напрямках:

s(t) = − kξ0

mω2
sinωt = −ω2

0

ω2
ξ(t). (5.74)

За абсолютною величиною змiщення маси m у ω2/ω2
0 À 1 разiв

менше змiщення лiвого кiнця пружини, тобто практично не буде
помiтним.

Резонансний режим.

Якщо частота ω ≈ ω0, то вимушенi коливання вiдбуваються на
власнiй частотi коливань. Це означає, що

d2s

dt2
+ ω2

0s = 0. (5.75)

Отже, рiвняння (5.68) при врахуваннi (5.75) прийме вигляд:

2δ
ds

dt
=

F0

m
sinω0t. (5.76)
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Iнтегруючи його, отримаєм вираз для змiщення:

s(t) =
F0

2δmω0
sin(ω0t− π/2). (5.77)

Останнiй вираз удобно записати у виглядi

s(t) =
F0

k
Q sin(ω0t− π/2), (5.78)

де Q = π
δT — добротнiсть маятника. Якщо добротнiсть Q À 1, то

амплiтуда коливань може в багато разiв перевищувати амплiту-
ду повiльних квазiстатичних коливань (порiвняйте з (5.70)). Тому
такий режим називається резонансним.

Великими будуть також амплiтуди швидкостi i прискорення.
Оскiльки швидкiсть ds

dt , як випливає з (5.76), змiнюється у фазi
з зовнiшньою силою, то з енергетичної точки зору це дуже спри-
ятливо для "пiдкачування"енергiї в коливальну систему. Робота
зовнiшньої сили за перiод коливань дорiвнює:

A =
∫ T

0
F (t) · ds

dt
(t)dt =

F 2
0

2δm

∫ T

0
sin2 ω0tdt =

F 2
0 T

4δm
(5.79)

i значно перевищує роботу цiєї сили в обох розглянутих вище ре-
жимах. Така велика робота необхiдна для компенсацiї значних
втрат через силу в’язкого тертя.

Для бiльшої наочностi останнього результату звернемося до
схеми з рухливим лiвим кiнцем пружини, де, як це видно з рiше-
ння (5.78),

s(t) = ξ0Q sin(ω0t− π/2). (5.80)

Амплiтуда змiщення правого кiнця пружини в Q раз переви-
щує амплiтуду змiщення лiвого кiнця. При проходженнi масою m
положення рiвноваги s = 0, коли її швидкiсть максимальна, лi-
вий кiнець пружини змiщений на максимальну величину ξ0 у на-
прямку швидкостi рухомої маси. У цей момент часу потужнiсть
сили пружностi пружини має максимально можливе позитивне
значення при заданiй величинi ξ0. У наступнi моменти часу ця
потужнiсть буде залишатися позитивною, що, природно, забезпе-
чує найбiльш ефективну передачу енергiї тiлу, що рухається iз
тертям.
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5.8 Запитання для самоконтролю
1 Запишiть рiвняння гармонiчного осцилятора.

2 Запишiть вирази для перiоду коливань математичного, пру-
жинного, фiзичного маятникiв.

3 Що називають приведеною довжиною фiзичного маятника?

4 Запишiть теорему Гюйгенса–Штейнера.

5 В чому полягає метод векторних дiаграм?

6 Яку площину називають фазовою?

7 Характеристикою чого є логарифмiчний декремент (добро-
тнiсть)?

8 Якi фазовi портрети коливального, критичного та закрити-
чного режимiв загасаючих коливань?

9 В чому полягає вiдмiннiсть мiж сухим та в’язким тертям?

10 Запишiть рiвняння вимушених коливань пiд дiєю гармонi-
чної сили i з врахуванням в’язкого тертя.

11 Якi коливання називають повiльними? швидкими?

12 Пояснiть збiльшення амплiтуди коливань у резонансному ре-
жимi.

Приклад 1. Логарифмiчний декремент коливань маятника рiвний
θ =0,02. Визначити, у скiльки разiв зменшиться амплiтуда коливань
пiсля 100 повних коливань маятника.

В початковий момент часу t = 0 амплiтуда коливань

A0 = s0e
−δt = s0e

−θt/T

рiвна s0.
Пiсля 100 коливань, тобто в момент часу t = 100T , амплiтуда коли-

вань рiвна
A100 = s0e

−θ·100,

звiдки
A0

A100
=

1
e−θ·100 = e−θ·100 = e2 ∼= 7,4,

тобто амплiтуда коливань маятника пiсля 100 коливань зменшиться у
7,4 рази.
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Роздiл 6
Хвильовi процеси. Звук
Звуковi хвилi; звук у газах i рiдинах; iнтенсивнiсть звуку; пру-
жнi хвилi в твердих тiлах

6.1 Звуковi хвилi
Маємо сукупнiсть зв’язаних, тобто взаємодiючих мiж собою, ча-
стинок. Одна з них починає коливатися, слiдом за нею будуть
коливатися й iншi частинки. З такою ситуацiєю ми стикаємося у
всiх суцiльних середовищах: газах, рiдинах i твердих тiлах.

Розглянемо гази. Уявимо собi, що в будь-якому мiсцi газу вiд-
бувся стиск, тобто в це мiсце перейшли частинки з iнших мiсць.
Тодi в областi ущiльнення збiльшиться тиск газу, що спричинює
за собою виникнення сили, спрямованої убiк менших густин. У цю
сторону почнуть переходити частинки з мiсця первiсного ущiль-
нення. Таким чином, там, де був стиск, наступить розрiдження, i,
навпаки, у сусiднiх мiсцях, у яких спочатку виникло розрiдження,
вiдбудеться стиск.

Ми бачимо, що густина i тиск газу будуть коливатися, причому
цi коливання не будуть пов’язанi з визначеним мiсцем у газi, а
обов’язково будуть передаватися вiд одного мiсця до сусiднього.

Така нелокалiзованiсть коливань характерна для всiх суцiль-
них середовищ. Важливо пiдкреслити, що коливання не обов’яз-
ково повиннi супроводжуватися змiною густини речовини. Напри-
клад, у кристалах атоми можуть коливатися бiля своїх положень
рiвноваги i без змiни густини речовини, i цi коливання будуть пе-
редаватися вiд одного атома до iншого.

Можна сказати, що в середовищах коливання поширюються
вiд точки до точки. Такi коливання, що поширюються, називаю-
ться х в и л ями.

Пружнi коливання, що поширюються у газах i рiдинах чи
твердих тiлах називаються звуковими хвилями чи просто звуком.

Поширення коливань вiдбувається не миттєво, а з кiнцевою
швидкiстю, що залежить вiд властивостей середовища. Ця швид-
кiсть називається швидкiстю поширення хвилi.

Розглянемо коливання деякої величини ξ, що поширюється
уздовж одного визначеного напрямку, котрий виберемо за вiсь
Х. Нехай в точцi x = 0 величина ξ змiюється з часом за деяким
законом

ξ = f(t), x = 0. (6.1)
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Тодi в iнших точках величина ξ буде мати тi ж самi значення, що
i в точцi x = 0, тiльки з деяким запiзненням, яке визначається
швидкiстю поширення хвилi. Саме, значення величини ξ в точцi
x в момент часу t, тобто ξ(x, t), буде таким самим як значення
ξ в точцi x = 0 в бiльш раннiй момент часу t′ = t − x

c
, де c —

швидкiсть поширення хвилi. Iнакше кажучи,

ξ(x, t) = f
(
t− x

c

)
. (6.2)

Хвиля, яка поширюється уздовж одного визначеного напрямку
i характеризуєтьс тим, що коливання в нiй вiдбуваються зовсiм
однаково в площинах, перпендикулярних напрямку поширення,
називається бiжучою плоскою хвилею. Зазначений вираз являє
собою загальний вираз для бiжучої плоскої хвилi, що поширює-
ться уздовж осi X зi швидкiстю c.

Найпростiшою є плоска монохроматична1 хвиля. У такiй хви-
лi коливання вiдбуваються у кожнiй точцi за гармонiчним зако-
ном; будь-яка коливна величина ξ в цiй хвилi визначається вира-
зом

ξ = A sin
[
ω

(
t− x

c

)
+ α

]
, (6.3)

де A — амплiтуда, ω = 2πν — циклiчна частота, α — початкова
фаза хвилi.

Знайдемо зв’язок мiж швидкiстю точок, що коливаються dξ/dt
i вiдносною деформацiєю dξ/dx; дiйсно

v = ξ̇ =
dξ

dt
= Aω cos

[
ω

(
t− x

c

)
+ α

]
. (6.4)

Вiдносна деформацiя визначається як

dξ

dx
= −Aω

c
cos

[
ω

(
t− x

c

)
+ α

]
. (6.5)

Порiвнюючи останнi два спiввiдношення, маємо:

dξ

dt
= −c

dξ

dx
. (6.6)

1Монохроматична хвиля — хвиля однiєї визначеної i сталої частоти.
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Взявши другi похiднi вiд ξ по змiнним t та x, отримаємо:

d2ξ

dt2
= −Aω2 sin

[
ω

(
t− x

c

)
+ α

]
;

d2ξ

dx2
= −A

ω2

c2
sin

[
ω

(
t− x

c

)
+ α

]
,

(6.7)

звiдки
d2ξ

dt2
= c2 d2ξ

dx2
, (6.8)

тобто друга похiдна ξ за часом пропорцiйна другiй похiднiй ξ
по координатi, причому коефiцiєнтом пропорцiйностi є квадрат
швидкостi поширення хвилi c. Функцiї, якi є розв’язками рiвняння
(6.8), описують поширення в середовищi хвильового збурювання
довiльної форми зi швидкiстю c.

Таким чином, диференцiальне рiвняння (6.8) в найбiльш за-
гальному видi описує поширення хвильового процесу; його нази-
вають х в и л ь о в им р i в н я н н ям.

В загальному випадку воно описує рух хвиль в тривимiрному
просторi i має вид:

d2ξ

dt2
= c2

(
d2ξ

dx2
+

d2ξ

dy2
+

d2ξ

dz2

)
. (6.9)

Бачимо, що величина ξ є не тiльки перiодичною функцiєю ча-
су, але i перiодичною функцiєю координат. Перiод (часовий) T
пов’язаний з циклiчною частотою вiдомим спiввiдношенням

T =
2π

ω
.

Для того, щоб визначити просторовий перiод коливань, треба
розглянути в довiльний момент часу двi найближчi одна до одної
точки, в яких значення величини ξ однаковi. Вiдстань мiж цими
точками, яку позначимо λ, визначається з умови sinωt = sin(ωt−
2π);

ωλ

c
= 2π, звiдки

λ =
2π

ω
c. (6.10)

Величину λ, яка являє собою просторовий перiод коливань, нази-
вають д о вжин ою х в и л i.
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Оскiльки T =
2π

ω
, λ можна записати у виглядi

λ = cT. (6.11)

Аргумент синуса, що визначає величину ξ, яку ми будемо по-
значати ϕ, називають фа з ою хвилi:

ϕ = ω
(
t− x

c

)
+ α. (6.12)

Фаза хвилi в заданiй точцi простору змiнюється з часом, а в
заданий момент часу є функцiєю координати. У кожнiй площинi,
перпендикулярнiй осi X, тобто напрямку поширення хвилi, фаза
при заданому значеннi t має одне i те саме значення. Поверхнi,
на яких фаза має при заданому t одне i те саме значення, назива-
ються хвильовими. Вони перпендикулярнi напрямку поширення
хвилi.

Якщо задати будь-яке визначене значення фази, то з часом
воно буде досягатися то в однiй, то в iншiй точцi простору. То-
му можна говорити про перемiщення фази. Швидкiсть цього пе-
ремiщення називається фа з о в ою швидк i с тю i збiгається зi
швидкiстю поширення хвилi c. За перiод T фаза перемiститься на
вiдстань, рiвну довжинi хвилi λ. Цю думку виражають iнакше:
довжина хвилi являє собою шлях, який проходить хвиля за час
одного перiоду (див. (6.11)).

Пружнi коливання у повiтрi i iнших середовищах характери-
зуються величезним дiапазоном частот i довжин хвиль. До власне
звукових коливань вiдносяться коливання в дiапазонi частот вiд
ν = 16Гц до ν = 16 · 103 − 20 · 103 Гц. Цi частоти лежать у межах
зони чутностi людського вуха. Пружнi коливання з частотами, що
перевершують 20 000Гц називаються ультразвуком, а коливання
з частотами нижчими за 16Гц — iнфразвуком.

Швидкiсть звуку в повiтрi 330 м/с. Звуковому дiапазону вiд-
повiдають довжини хвиль вiд 20м до 2 см. Ультразвуковим ко-
ливанням iз частотами до 109 Гц вiдповiдає дiапазон, приблизно,
вiд 2 см до 0,5·10−4 см. Останнiм часом вдалося одержати коли-
вання з частотами до 1012 - 1013 Гц. Такi коливання називають
гiперзвуком.

6.2 Звук у газах i рiдинах

Уявимо цилiндричну трубу, заповнену газом (рiдиною), в кiнцi
якої є поршень, який рухається i скоює коливання (рис. 6.1).
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cdt

dt

Ï

Рисунок 6.1

Цi коливання передаються вiд поршня до сусiднiх частинок
газу, вiд них – до бiльш вiддалених частинок, i тому вздовж труби
поширюється хвиля стискiв i розрiдженостей газу.

Визначимо швидкiсть цiєї хвилi c. За час dt звук пошириться
на вiдстань c dt, в стан хвильового руху перейдуть частинки з
об’єму c dt S, де S — площа поперечного перерiзу труби.

Якщо v — швидкiсть руху поршня, то за час dt поршень змi-
ститься на вiдстань v dt, iз-за чого об’єм газу зменшиться на v dt S.
Подiливши цю величину на c dt S, знайдемо вiдносну змiну густи-
ни газу в момент часу t:

∆ρ

ρ0
=

v

c
, (6.13)

де ρ0 — густина газу при вiдсутностi звуку, ∆ρ — змiна густини,
що обумовлена поширенням звукової хвилi.

Змiна густини викликає змiну тиску газу. Оскiльки звуковi ко-
ливання вiдбуваються дуже швидко, обмiн теплоти мiж рiзними
елементами середовища не вiдбувається. Iншими словами, поши-
рення звуку — адiабатичний процес, а тому, змiну тиску можна
представити у видi

∆p =
(

dp

dρ

)

адiаб
∆ρ, (6.14)

де
(

dp

dρ

)

адiаб
— похiдна вiд тиску газу (або рiдини) по густинi

при адiабатичному процесi. Величину ∆ρ часто називають аку-
стичним тиском.
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Пам’ятаючи, що
∆ρ

ρ0
=

v

c
, можна представити ∆ρ у видi

∆p =
(

dp

dρ

)

адiаб
ρ0

v

c
. (6.15)

Помноживши ∆p на S, отримаємо силу F , з якою поршень дiє на
газ,

F = ∆pS =
(

dp

dρ

)

адiаб
ρ0

v

c
S. (6.16)

Ця сила має бути рiвна змiнi iмпульсу за одиницю часу. За час dt,
як ми вiдмiчали вище, у хвильовому русi взяли участь частинки
з об’єму c dt S. Помноживши цей об’єм на ρ0 i v, отримаєм змiну
iмпульсу газу за час dt. Тому змiна iмпульсу газу за одиницю часу
рiвна ρ0cSv. Отже, можемо записати рiвнiсть

F = ρ0cSv. (6.17)

Прирiвнявши правi частини формул (6.16) i (6.17), отримаємо
(

dp

dρ

)

адiаб
ρ0

v

c
S = ρ0cSv, (6.18)

звiдки

c =

√(
dp

dρ

)

адiаб
. (6.19)

Формула (6.19) визначає швидкiсть звуку, тобто швидкiсть поши-
рення малих коливань у газах та рiдинах.

В iдеальному газi, як ми знаємо (рiвняння стану адiабатичного
процесу pV γ = const),

(
dp

dρ

)

адiаб
= γ

p0

ρ0
, (6.20)

де γ =
cp

cv
(показник адiабати) i p0 — тиск у вiдсутностi звуку.

Тому швидкiсть звуку в iдеальному газi рiвна

c =
√

γ
p0

ρ0
. (6.21)
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Оскiльки p0 = n0kT , де T — температура газу i n0 — кiлькiсть
частинок в одиницi об’єму у вiдсутностi звуку, яка рiвна n0 =

ρ0

m
(m — маса молекули газу), то c можна представити у видi

c =

√
γ

kT

m
. (6.22)

За порядком величини швидкiсть звуку у газi спiвпадає з тепло-
вою швидкiстю його молекул.

Наведемо значення швидкостi звуку в деяких газах (при тем-
пературi 0◦C) i рiдинах (при температурi 20◦C) в м/с:

Повiтря 331,5 Вода 1480
Водень 1265 Ртуть 1460
Кисень 316 Спирт 1440
Вуглекислий газ 261 Трансформаторна олива 1390

Швидкiсть поршня v спiвпадає iз швидкiстю частинок газу
(рiдини) у трубi. Ця величина пов’язана iз змiною тиску ∆p спiв-

вiдношенням ∆p =
(

dp

dρ

)

адiаб
ρ0

v

c
. Так як

(
dp

dρ

)

адiаб
= c2 (див.

(6.19)), отримаємо

v =
∆p

ρ0c
. (6.23)

Гiдродинамiчна швидкiсть руху частинок середовища v має
напрямок або спiвпадаючий з напрямком поширення звуку, або
протилежний до нього. Тому звуковi хвилi у газах i рiдинах нази-
вають п о в з д о вжн i м и.

6.3 Iнтенсивнiсть звуку
Частинки середовища, що приймають участь у хвильовому русi,
володiють деякою енергiєю. Їх кiнетична енергiя пропорцiйна ква-
драту гiдродинамiчної швидкостi v. Помноживши 1

2v2 на густину
середовища ρ0, ми знайдемо кiнетичну енергiю частинок середо-
виша в одиницi його об’єму

Eкiн =
1
2
ρ0v

2. (6.24)

Знову розглянемо плоску звукову хвилю, що поширюється у
напiвнескiнченiй трубi, у якiй поршень П гармонiчно коливається
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з частотою ω. Тодi хвиля буде плоскою монохроматичною хвилею
з частотою ω i швидкiсть v матиме вигляд

v = V sin
[
ω

(
t− x

c

)
+ α

]
, (6.25)

де V — амплiтуда швидкостi частинок середовища, рiвна, очеви-
дно, амплiтудi коливань поршня. Якщо пiдставити цей вираз у
формулу (6.24), отримаємо

Eкiн =
1
2
ρ0V

2 sin2
[
ω

(
t− x

c

)
+ α

]
. (6.26)

Знайдемо середнє значення густини кiнетичної енергiї за перiод
коливань. Так як середнє значення квадрата синуса рiвне 1/2,
отримуємо

Ēкiн =
1
4
ρ0V

2. (6.27)

Оскiльки частинки середовища коливаються, то вони володi-
ють не лише кiнетичною, але i потенцiальною енергiєю. Для ко-
ливного руху є характерною рiвнiсть середньої кiнетичної i се-
редньої потенцiальної енергiї. Тому середнє значення (за перiод
коливань) потенцiальної енергiї одиницi об’єму Eпот (густини по-
тенцiальної енергiї) також буде рiвне

Ēпот =
1
4
ρ0V

2. (6.28)

Сума E = Eкiн + Eпот являє собою густину повної енергiї середо-
вища при поширеннi у ньому звукової хвилi. Середнє її значення
визначається формулою

Ē =
1
2
ρ0V

2. (6.29)

При поширеннi звукова хвиля захоплює до руху все новi i новi
частинки. Тому при своєму русi хвиля переносить енергiю. Цей
перенос енергiї не супроводжується, однак, переносом речовини,
оскiльки частинки середовища при поширеннi хвилi скоюють ли-
ше коливальнi рухи.

Знайдемо кiлькiсть енергiї, що переноситься хвилею за час dt
крiзь площадку dS, розташовану перпендикулярно до напрямку
поширення звуку. Побудуємо для цього паралелепiпед з основами
dS, довжина ребер якого, паралельних до напрямку поширення
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звуку, рiвна c dt. Оскiльки за час dt хвиля поширюється на вiд-
стань c dt, то вся енергiя, що знаходилась у паралелепiпедi за цей
час пройде крiзь основу dS. Ця енергiя рiвна добутку густини
енергiї E на об’єм паралелепiпеда c dt S. Таким чином, кiлькiсть
енергiї, що переноситься хвилею за час dt крiзь площадку dS, роз-
ташовану перпендикулярно до напрямку поширення звуку, рiвна
Ec dt S, i, вiдповiдно, за одиницю часу крiзь одиничну площадку
переноситься енергiя cE. Вона рiвна добутку густини енергiї на
швидкiсть звука i називається г у с т и н ою п о т о к у е н е р г i ї або
в е к т о р ом Умо в а

~S =
1
2
ρ0cV 2. (6.30)

Середнє значення за перiод коливань густини потоку енергiї

I = cĒ (6.31)

— i н т е н с и в н i с т ь або с и л а з в у к у.

Пам’ятаючи, що Ē =
1
2
ρ0V

2, запишемо

I =
1
2
ρ0cV

2. (6.32)

Зрозумiло, що енергiя, яку переносить хвиля, береться вiд пор-
шня, що коливається. Тому, помноживши I на площу поперечного
перерiза поршня S, ми знайдемо середню акустичну потужнiсть
W , випромiнювану поршнем

W =
1
2
ρ0cV

2S. (6.33)

Бачимо, що вiпромiнювана потужнiсть при заданому V про-
порцiйна акустичному опору середовища ρ0c. Для води ця вели-
чина в 3500 раз бiльша, нiж для повiтря. Тому в стiльки же разiв
буде бiльшою потужнiсть, випромiнювана поршнем, у випадку во-
ди.

Виразимо iнтенсивнiсть звуку через акустичний тиск. Акусти-
чний тиск ∆p бiжучої плоскої хвилi пов’язаний з гiдродинамiчною
швидкiстю v спiввiдношенням

∆p = ρ0cv. (6.34)

Якщо у середовищi поширюється плоска монохроматична хвиля,
так що

v = V sin
[
ω

(
t− x

c

)
+ α

]
, (6.35)
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за тим самим законом буде змiнюватись i акустичний тиск

∆p = P sin
[
ω

(
t− x

c

)
+ α

]
, (6.36)

де P — амплiтуда акустичного тиску.

P = ρ0cV. (6.37)

Використовуюючи цю формулу, можна отримати зв’язок мiж

iнтенсивнiстю звуку I =
1
2
ρ0cV

2 та амплiтудою акустичного тиску

I =
1
2

P 2

ρ0c
. (6.38)

Знаючи I, можемо звiдси визначити P :

P =
√

2ρ0cI. (6.39)

Акустичний тиск може бути дуже великим; наприклад у водi
при силi звуку I = 10Вт/см2 акустичний тиск рiвний 6 атм.

При поширеннi ультразвуку градiєнти тиску можуть досягати
величезних значень, оскiльки перепад акустичного тиску вiд −P
до P вiдбувається на вiдстанi, що рiвна половинi довжини хвилi;
наприклад при силi звуку I = 10Вт/см2 i частотi 5·106 Гц градiєнт
акустичного тиску складає 630 атм/см.

Якщо у рiдинi поширюються достатньо iнтенсивнi ультразву-
ковi хвилi, то великi напруження в момент розрiдження можуть
приводити до утворення пустот, тобто до розривiв рiдини. Це яви-
ще носить назву к а в i т а ц i ї. Кавiтацiя виникає, наприклад, при
швидкому русi гребних гвинтiв, в турбiнах, при витiканнi газiв з
сопла i т.i. Розвитку кавiтацiї сприяють пухiрцi газiв, якi завжди
є у рiдинi, а також маленькi твердi частинки. При схлопуваннi
кавiтацiйних пустот, в моменти стиску, створюються величезнi iм-
пульси тиску (до декiлькох тисяч атмосфер), котрi призводять до
руйнування машин.

Явище кавiтацiї обмежує iнтенсивнiсть ультразвуку в рiдинах.
Звуковий тиск Pk, починаючи з якого виникає кавiтацiя, складає
4 атм для касторового масла i 2 атм для гасу. Знаючи цю величину,

можна знайти граничну iнтенсивнiсть ультразвуку Ik =
P 2

k

2ρ0c
. Для

касторового масла вона складає 5Вт/см2, для води 0,5Вт/см2.
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Дотепер ми розглядали тiльки бiжучi плоскi звуковi хвилi. Та-
кi хвилi збуджуються, наприклад, поршнем у трубi (якщо пор-
шень є твердим i границя його плоска). Амплiтуда плоскої хвилi,
а також iнтенсивнiсть звуку однаковi у всiх точках простору.

Однак, звуковi хвилi можуть iстотно вiдрiзнятися вiд плоских.
Можуть iснувати, наприклад, хвилi, у яких гiдродинамiчна швид-
кiсть i акустичний тиск залежать тiльки вiд вiдстанi до деякого
центра. Такi хвилi називаються сферичними чи кульовими.

Можуть iснувати i хвилi, у яких швидкiсть i тиск залежать
тiльки вiд вiдстанi до деякої осi. Такi хвилi називаються цилiн-
дричними.

Розглянемо трохи докладнiше сферичнi хвилi. Уявимо собi, що
в рiдинi чи газi (необмежених) знаходиться пульсуюча куля, усi
точки поверхнi якої в кожен момент часу мають однакову швид-
кiсть. Ясно, що коливання цiєї кулi роблять перiодичнi стиски i
розрiдження навколишнього середовища, що поширюються у видi
звукових хвиль.

Якщо пульсацiї кулi вiдбуваються за гармонiчним законом з
частотою ω, то фiзичнi величини, пов’язанi з хвилею, наприклад,
акустичний тиск, змiнюються за законом

∆p =
A

r
sin

[
ω

(
t− r

c

)
+ α

]
, (6.40)

де A — деяка стала.
Цей вираз є загальним виразом для монохроматичної розбi-

жної сферичної хвилi.
Якщо радiус кулi R малий у порiвняннi з довжиною хвилi зву-

ку, то константа має вид

A = R2ρ0ωV, (6.41)

де ρ0 — густина середовища, V — амплiтуда радiальної швидкостi
поверхнi кулi.

Формула, аналогiчна формулi для ∆p, справедлива для швид-
костi середовища v, що у сферичнiй хвилi має напрямок радiусiв-
векторiв, проведених з центра кулi.

На великих вiдстанях кожну невелику дiлянку сферичної хви-
льової поверхнi можна, мабуть, розглядати як плоску. Тому на
вiдстанi вiд джерела сферичну хвилю на невеликих дiлянках мо-
жна вважати плоскою. Звiдси випливає, що на великих вiдстанях
вiд джерела швидкiсть можна знайти за вiдомою нам формулою

v =
∆p

ρ0c
, (6.42)
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яка є справедливою для бiжучої плоскої хвилi.
Iнтенсивнiсть звуку I часто для зручностi виражають у ло-

гарифмiчнiй шкалi. Для цього приймають деяку iнтенсивнiсть I0

за нульовий рiвень i визначають рiвень iнтенсивностi як lg
I

I0
. У

якостi I0 приймається iнтенсивнiсть, рiвна

I0 = 10−16 Вт/см2

i близька до порогу чутностi людського вуха при частотi звуку
1000Гц. Одиниця вимiру iнтенсивностi звуку за логарифмiчною
шкалою — бел. На практицi використовують одиницю в 10 разiв
меншу; вона називається децибелом (дБ). Iнтенсивнiсть звуку в
децибелах визначається так:

β = 10 lg
I

I0
. (6.43)

6.4 Пружнi хвилi в твердих тiлах
Вище ми вже говорили, що коливання у твердих тiлах, так само
як i в газах та рiдинах, не локалiзуються у визначених мiсцях, а
поширюються у видi хвиль. Найпростiшими є поздовжнi хвилi в
iзотропних пружних тiлах, аналогiчнi звуковим хвилям у газах i
рiдинах. Покажемо, як визначити швидкiсть таких хвиль.

Розглянемо, наприклад, стрижень, уздовж якого поширюється
хвиля стискiв i розрiджень. Такий стрижень аналогiчний трубi з
газом, розглянутої ранiше. Якщо змiщення частинок стрижня в
його початку за час dt дорiвнює dξ, то, подiливши цю величину на
вiдстань c dt, яку пройшла звукова хвиля за час dt (c — швидкiсть
звуку), ми отримаємо вiдносну деформацiю стрижня

dξ

c dt
=

v

c
, (6.44)

де v — швидкiсть частинок стрижня (в деякий момент часу). По-
множивши v/c на модуль Юнга E, визначимо напруги в стрижнi

τ = E
v

c
. (6.45)

Добуток τ на площу поперечного перерiзу стрижня S дає силу F ,
що викликає деформацiю, котра в свою чергу рiвна змiнi iмпульсу
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стрижня за одиницю часу. Остання рiвна ρcdtSv. Дiйсно, за час
dt у хвильовий рух вступають частинки стрижня з об’єму cdtS, їх
маса рiвна ρcdtS (ρ — густина стрижня), а iмпульс рiвний ρcdtSv.
Тому ми можемо записати рiвнiсть

E
v

c
S = ρcSv, (6.46)

звiдки

c =

√
E

ρ
. (6.47)

Ця формула має ту саму структуру, що i формула c =
√

γ
p

ρ
,

яка визначає швидкiсть звуку в газах, лише роль модуля Юнга
вiдiграє у випадку газiв величина тиску p (що множиться на γ ∼
1).

В твердих тiлах можуть поширюватись не тiльки поздовжнi
коливання, як в газах i рiдинах. Однак швидкiсть самих рiзних

пружнiх коливань завжди визначається формулою типу c =
√

E

ρ
,

в яку замiсть E треба пiдставити модуль пружностi (або напругу),
що вiдповiдає тiй деформацiї, котра поширюється у виглядi хвилi.

Наприклад, якщо розглядати поперечнi коливання гнучкої стру-
ни, то швидкiсть їх поширення буде визначатися формулою

c =
√

τ

ρ
, (6.48)

де τ — напруження у струнi, ρ — її густина.
В iзотропних твердих тiлах можливе поширення як поздов-

жнiх, так i поперечних пружних хвиль. У поздовжнiй хвилi змi-
щення частинок вiдбувається вздовж напрямку її поширення, у
поперечнiй хвилi — перпендикулярно до цього напрямку.

Модуль одностороннього стиску рiвний
E(1− σ)

(1 + σ)(1− 2σ)
, де σ

— коефiцiєнт Пуассона. Тому швидкiсть поширення поздовжнiх
хвиль в iзотропному твердому тiлi визначається формулою

cl =

√
E(1− σ)

ρ(1 + σ)(1− 2σ)
. (6.49)
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Модуль зсуву, який характеризує поперечнi деформацiї, рiв-

ний G =
E

2(1 + σ)
. Тому швидкiсть поширення поперечних коли-

вань в iзотропному твердому тiлi визначається формулою

ct =

√
E

2ρ(1 + σ)
. (6.50)

Вiдзначимо, що швидкiсть поздовжнiх хвиль завжди бiльша
швидкостi поперечних хвиль.

Наведемо значення швидкостей cl i ct для деяких речовин

Речовина Алюмiнiй Сталь Мiдь Свинець
cl, м/с 6,4· 103 6,1· 103 4,6· 103 2,2·103

ct, м/с 3,16·103 3,30·103 2,26·103 0,70·103

Ми бачимо, що за порядком величини швидкiсть звуку у твер-
дих тiлах складає близько 5 · 103 м/с.

В анiзотропних твердих тiлах, тобто у кристалах, пружнi хвилi
мають бiльш складний характер, нiж в iзотропних тiлах.

Безладнi коливання (флуктуацiї) рiзної фiзичної природи, що
вiдрiзняються складною тимчасовою i спектральною структурою,
називаються шумом.

Джерелом акустичного шуму можуть бути будь-якi небажанi
механiчнi коливання у твердих, рiдких i газоподiбних середови-
щах.

Розрiзняють механiчнi шуми викликанi вiбрацiєю, зiткнення-
ми твердих тiл (шуми верстатiв, машин); аеро- чи гiдродинамiчнi
шуми, що виникають в турбулентних потоках газiв чи рiдин у ре-
зультатi флуктуацiї тиску (наприклад, шуми у струменi реактив-
ного двигуна); термодинамiчнi шуми, обумовленi флуктуацiями
густини газу (наприклад, у процесi горiння), а також рiзким пiд-
вищенням тиску (наприклад, при вибуху, електричному розрядi);
кавiтацiйнi шуми, пов’язанi iз захлопуванням газових порожнин i
пухирцiв у рiдинах.

6.5 Застосування звукових хвиль
Ультразвук. Для одержання ультразвукових хвиль широко за-
стосовуються електродинамiчнi, п’єзоелектричнi i магнiтострикцiй-
нi випромiнювачi. Електродинамiчнi джерела використовуються
для генерування низькочастотних ультразвукових i звукових ко-
ливань. Найбiльш широкого застосування набули п’єзоелектричнi
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Рисунок 6.2

i магнiтострикцiйнi джерела ультразвуку. Робота п’єзоелектри-
чних джерел ультразвуку грунтується на п’єзоелектричному ефе-
ктi. Вiн полягає в тому, що при деформацiях розтягу або стиску
вирiзаних певним способом пластин з кварцу, турмалiну, титанату
барiю та iнших кристалiв на протилежних гранях виникає рiзни-
ця потенцiалiв, пропорцiйна механiчнiй напрузi. Якщо пластину
розташувати мiж електродами, до яких приєднано джерело змiн-
ної напруги, то пластина пiд дiєю електричного поля буде перiо-
дично то видовжуватися, то скорочуватися. Коливання поверхнi
пластини збуджують у середовищi ультразвуковi хвилi. Якщо ча-
стота коливань напруги, прикладеної до пластини, збiгається з її
власною частотою коливань, то настає резонанс, i амплiтуда ви-
мушених коливань пластини досягає максимуму. При цьому утво-
рюються поздовжнi хвилi, вузли яких будуть на кiнцях пластини.
Розташування хвиль i електричних зарядiв у кварцевiй пластинi
схематично зображено на рис. 6.2. З рисунка випливає, що колива-
ння виникатимуть за умови, коли у пластинi вмiщається непарна
кiлькiсть хвиль. З цiєї умови знаходимо частоти, якi може випро-
мiнювати пластина:

ν =
2n + 1

2`
v, (6.51)

де n = 0, 1 2 . . ., ` — товщина пластини, v — швидкiсть поширення
пружних хвиль у пластинi.

З формули (6.51) знаходимо, що власна частота коливань пла-
стини

ν =
v

2`
.

Кварцевi пластини (для кварцу v = 5600м/с) здатнi випромiню-
вати ультразвуковi коливання з частотами вiд десяткiв до тисяч
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кiлогерц. Бiльш високих частот досягають за допомогою квар-
цевих пластин при збудженнi коливань, що вiдповiдають обер-
тонам. Iнтенсивнiсть випромiнювання при цьому значно зменшу-
ється. Кварцевi пластини створюють хвилi порiвняно невеликої
iнтенсивностi.

Щоб мати ультразвуковi хвилi бiльшої iнтенсивностi, користу-
ються магнiтострикцiйними випромiнювачами. Магнiтострикцiй-
ний ефект полягає в тому, що ряд феромагнетикiв змiнює свої
розмiри пiд дiєю магнiтного поля. Якщо феромагнiтний стержень
розташувати у поздовжньому магнiтному полi, яке змiнюється з
ультразвуковою частотою, то з такою самою частотою стержень
зазнаватиме видовжень i скорочень, тобто здiйснюватиме механi-
чнi коливання. При резонансi амплiтуда коливань рiзко зростає i
стержень випромiнюватиме ультразвуки значної iнтенсивностi.

Незважаючи на те, що природа ультразвукових хвиль i основнi
закони поширення їх такi, як i звукових хвиль будь-яких довжин
хвиль, ультразвук має ряд специфiчних особливостей. Вони ви-
значають його важливе значення як у науцi, так i в технiцi. Цi
особливостi зумовленi досить малими довжинами хвиль, що дає
можливiсть дiстати ультразвуковi променi великої напрямленостi.

Рiзноманiтнiсть застосувань ультразвуку умовно можна подi-
лити на три напрями: одержання iнформацiї за допомогою уль-
тразвукових методiв; дiя ультразвуку на речовину; обробка i пе-
редавання сигналiв.

У першому напрямi ультразвуковi методи широко застосову-
ються для вивчення властивостей i будови речовини, для з’ясува-
ння процесiв, що в них вiдбуваються на макро- i мiкрорiвнях. Цi
методи грунтуються в основному на залежностi швидкостi поши-
рення i затухання ультразвукових хвиль вiд властивостей речовин
i вiд процесiв, що в них вiдбуваються. Такi методи застосовуються
у молекулярнiй акустицi. Вони допомагають з’ясувати особливо-
стi молекулярної структури речовини, визначити енергiю взаємо-
дiї молекул, перевiрити припущення про структурнi моделi. Ви-
вчення поширення ультразвуку в кристалах дає iнформацiю про
особливостi будови кристалiчної решiтки. Ультразвуковi методи,
що грунтуються на вимiрюваннях швидкостi i затухання звуку,
дають можливiсть визначити пружнi характеристики та мiцнiсть
металевих матерiалiв, керамiки, полiмерiв, ступiнь їхньої чистоти,
наявнiсть домiшок.

Значна група ультразвукових методiв отримання iнформацiї
грунтується на вiдбиваннi i розсiюваннi ультразвукових хвиль на
межах мiж рiзними середовищами. Цi методи дають можливiсть
здiйснювати ультразвукову локацiю. У зв’язку з тим що ультра-
звуковi хвилi поглинаються у водi майже в 1 000 разiв слабше,
нiж у повiтрi, напрямленi пучки ультразвукових хвиль широко
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застосовуються в гiдроакустицi для сигналiзацiї i гiдролокацiї пiд
водою. Застосування ультразвукових хвиль в гiдроакустицi має
виняткове значення, оскiльки це єдиний вид хвиль, який поши-
рюється на великi вiдстанi у природних водних середовищах. За
допомогою iмпульсних ультразвукових ехолотiв визначають гли-
бину моря чи океану пiд кораблем, виявляють косяки риб. За до-
помогою гiдролокаторiв виявляють пiдводнi човни, айсберги.

На рис. 6.3 наведено схему будови ехолота. Його дiя грунту-
ється на вимiрюваннi промiжку часу мiж моментом посилання
ультразвукового iмпульсу i моментом приймання пiсля його вiдби-
вання вiд дна. Ультразвуковий iмпульс вiд генератора 3 подається
на випромiнювач (антену) 1 i випромiнюється у воду. Вiдбитий си-
гнал приймається антеною 2, подається на пiдсилювач 4, а потiм -
на блок слухового контролю 5, на iндикатор 7. У деяких випадках
випромiнювач є i приймачем.

Рисунок 6.3

Ультразвуковi хвилi проникають на значно бiльшу глибину у
непрозорих тiлах, нiж рентгенiвськi променi. Ультразвуковi про-
менi можуть проникати через металевi вироби, товщина яких по-
над 10м. Таку велику проникну здатнiсть ультразвукових про-
менiв у твердих тiлах покладено в основу роботи ультразвукових
дефектоскопiв, за допомогою яких виявляють дефекти в мате-
рiалах i виробах. Ультразвукову дефектоскопiю металiв вперше
вивчив радянський фiзик С.Я.Соколов. Серед методiв ультразву-
кової дефектоскопiї найбiльшого поширення набули iмпульсний
ехометод, дiя якого грунтується на аналiзi вiдбитих вiд дефектiв
сигналiв, i тiньовий метод, в якому аналiзується структура звуко-
вої тiнi за дефектом. Принцип дiї ультразвукових дефектоскопiв
грунтується вiдповiдно на ехометодi i тiньовому методi (рис. 6.4,
а, б ). В обох випадках числами 1, 2 i 3 позначенi випромiнювач,
приймач i iндикатор, буквою Д - дефект.

119



Методи ультразвукової дефектоскопiї застосовуються також
для дослiдження структури частин живих органiзмiв, для дiагно-
стики деяких захворювань. Особливе мiсце в застосуваннi ультра-
звуку займають методи звукобачення. За допомогою випромiню-
вачiв ультразвуку i фокусуючих систем створюється ультразвуко-
ве зображення предмета, який перебуває в непрозорому для свiтла
середовищi. Потiм це зображення перетворюється у видиме.

Рисунок 6.4

Вiзуалiзацiя звукових полiв застосовується у найбiльш доско-
налих методах ультразвукової дiагностики i дефектоскопiї.

Дiя ультразвуку на речовини грунтується на тому, що уль-
тразвуковi пучки можуть мати значнi iнтенсивностi, пiд впливом
яких вiдбувається активна дiя на речовину. Частинки газу або рi-
дини пiд дiєю ультразвукових хвиль можуть набути прискорень,
якi в сотнi разiв бiльшi вiд прискорення вiльного падiння. Внаслi-
док цього вiдбувається iнтенсивне перемiшування газiв, що зна-
чно прискорює процеси теплообмiну. В рiдинах основну роль при
дiї ультразвукових хвиль на речовину i процеси вiдiграє кавiтацiя.
На основi кавiтацiї здiйснюється очищення поверхонь твердих тiл,
металiзацiя тiл i паяння, дегазацiя рiдин, кристалiзацiя тощо. Ка-
вiтацiйнi ударнi хвилi можуть диспергувати твердi тiла i рiдини,
утворюючи емульсiї i суспензiї.

Обробка i передавання сигналiв за допомогою ультразвукових
пристроїв застосовуються в радiолокацiї, обчислювальнiй технiцi
та для керування свiтловими сигналами в оптицi i оптоелектронi-
цi.

Застосування ультразвукiв досить рiзноманiтне. Останнiм ча-
сом виникла квантова акустика, яка вивчає взаємодiю звукових
квантiв з електронами i ядрами атомiв.
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Iнфразвук. Джерелом iнфразвукових коливань є грозовi роз-
ряди, вибухи бомб, пострiли гармат, коливання мостiв, примi-
щень, дерев тощо.

У земнiй корi спостерiгаються коливання i вiбрацiї iнфразву-
кових частот внаслiдок обвалiв, руху рiзних видiв транспорту,
вулканiчних вивержень тощо. Iнфразвуковi коливання виникають
також внаслiдок турбулентних потокiв атмосфери та вiтру.

Швидкiсть поширення iнфразвуку визначається тими сами-
ми формулами, що й швидкiсть поширення звуку. Характерним
для iнфразвуку є незначне його поглинання в рiзних середови-
щах. Внаслiдок цього iнфразвуковi хвилi у повiтрi, водi та земнiй
корi можуть поширюватися на досить великi вiдстанi. Це яви-
ще знаходить широке застосування в звукометрiї, при визначеннi
мiсць сильних вибухiв, епiцентрiв землетрусiв. Поширення iнфра-
звукiв на великi вiдстанi в морях та океанах дає можливiсть пе-
редбачати такi стихiйнi явища, як цунамi. Утворення iнфразвукiв
при цьому вiдбувається так. Пiд час шторму i вiтру вздовж моря
чи океану у повiтрi виникають хвилi, довжини яких дорiвнюють
вiдстанi мiж гребенями водяних хвиль, тобто iнфразвуковi хвилi.
Поширюючись у повiтрi з швидкiстю, що переважає швидкiсть вi-
тру i швидкiсть поширення штормових хвиль в морi, iнфразвуковi
хвилi у повiтрi досягають берега i попереджають про наближення
шторму.

Приймають i вимiрюють iнфразвук спецiальними мiкрофона-
ми, гiдрофонами та вiбраторами.

6.6 Запитання для самоконтролю
1 Що називається плоскою монохроматичною хвилею?

2 Запишiть хвильове рiвняння.

3 Що називають довжиною хвилi?

4 Що називається фазовою швидкiстю?

5 В якому дiапазонi частот розташованi звуковi коливання?
Ультразвук, iнфразвук?

6 Що називають акустичним тиском?

7 Запишiть вираз для швидкостi звуку в газах та рiдинах.

8 Чим вiдрiзняються мiж собою поздовжнi i поперечнi хвилi?

9 Запишiть вираз для вектора Умова для iнтенсивностi звуку.
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10 В чому полягає застосування ультразвуку, iнфразвуку?

Приклад 1. Знайти вiдношення частот основного тону двох однако-
вих струн, одну з яких розтягнули на η1 =2,0%, а другу — на η2 =4,0%
вiдносно довжини струни в нерозтягнутому станi. Натяг струни вважа-
ти пропорцiйним розтягу.

Звучання струнних та духових музичних iнструментiв грунтується
на явищi утворення стоячих хвиль у струнах та повiтряних стовпах.
Якщо дiлянка середовища (струна, повiтряний стовп), в якому поши-
рюються хвилi, обмежується з обох кiнцiв нерухомими межами, то сто-
яча хвиля на цих межах має вузли. З цього випливає, що вздовж на-
тягненої струни, кiнцi якої закрiплено нерухомо, можуть утворюватись
стоячi хвилi тiльки таких довжин хвиль, щоб вздовж довжини струни

` вмiщалося цiле число пiвхвиль, тобто коли ` = n
λ

2
, n = 1, 2, 3, . . .

Цим довжинам хвиль вiдповiдають частоти ν =
c

λ
= n

c

2`
, де c — фазо-

ва швидкiсть поширення хвилi в струнi.
Коливання з частотою ν = v/2` називають основним тоном струни.

Всi iншi частоти можливих коливань струни, кратнi частотi основного
тону, називають обертонами.

Згiдно (6.48) швидкiсть поперечних хвиль у струнi c =
√

τ

ρ
, де τ —

натяг (напруження) струни, ρ — її лiнiйна густина.
Оскiльки частота основного тону визначається спiввiдношенням

ν =
c

2`
=

√
τ

4`2ρ
,

то вiдповiдно

ν1 =
√

τ1

4`2ρ1
, ν2 =

√
τ2

4`2ρ2
.

За умовою задачi, τ = k∆` (k — коефiцiєнт пропорцiйностi, ∆` — вели-

чина розтягу). Тодi τ1 = η1k
`

100
, τ2 = η2k

`

100
. Лiнiйна густина вiдпо-

вiдно
ρ1 =

m

` +
η1`

100

, ρ2 =
m

` +
η2`

100

,

де m — маса струни.
Знаходимо, що вiдношення

η1

η2
=

√
η2(100 + η1)
η1(100 + η2)

= 1,4.
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Роздiл 7
Постiйний електричний струм
Електричний струм; закон Ома. Опiр провiдникiв; природа носiїв
струму в металах; класична електронна теорiя металiв; основи
квантової теорiї твердого тiла; динамiка електронiв у кристалi-
чнiй гратцi; електропровiднiсть металiв; власна та домiшкова
провiднiсть напiвпровiдникiв; струм в електролiтах; електро-
лiз; закони Фарадея; технiчне застосування електролiзу.

7.1 Електричний струм
Якщо в провiднику створити електричне поле, то носiї заряду при-
йдуть в упорядкований рух: позитивнi в напрямку поля, негатив-
нi в протилежному напрямку. Впорядкований рух зарядiв нази-
вається е л е к т р и ч н им с т р ум ом. Його прийнято характери-
зувати с и л ою с т р уму — скалярною величиною, рiвною заря-
ду, який переноситься носiями через розглянуту поверхню (на-
приклад, через поперечний перерiз провiдника) за одиницю часу.
Якщо за час dt переноситься заряд dq, то сила струму i за озна-
ченням рiвна

i =
dq

dt
. (7.1)

Електричний струм може бути обумовлений рухом як пози-
тивних, так i негативних носiїв. Рух негативного заряду в одному
напрямку еквiвалентний руху такого ж за величиною позитивного
заряду в протилежному напрямку. Якщо в провiднику рухаються
носiї обох знакiв, причому за час dt через дану поверхню позитив-
нi носiї переносять заряд dq+ в одному напрямку, а негативнi dq−
у протилежному, то сила струму

i =
dq+

dt
+

dq−

dt
(7.2)

(dq− — абсолютна величина негативного заряду).
Електричний струм може бути розподiлений по поверхнi, через

яку вiн тече, нерiвномiрно. Бiльш детально електричний струм
можна охарактеризувати за допомогою в е к т о р а г у с т и н и с т р у-
м у j. Цей вектор чисельно дорiвнює силi струму di через розта-
шовану в данiй точцi перпендикулярну до напрямку руху носiїв
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площадку dS⊥, вiднесеної до величини її площi:

j =
di

dS⊥
. (7.3)

За напрям j приймають напрямок вектора швидкостi u+ упоряд-
кованого руху позитивних носiїв.

Поле вектора густини струму можна зобразити за допомогою
лiнiй струму, так само, як i лiнiї струму у текучiй рiдинi, лiнiї
вектора напруженостi електричного поля E i т.i.

Знаючи вектор густини струму в кожнiй точцi провiдника, мо-
жна знайти силу струму i через будь-яку поверхню S:

i =
∫

S
jndS. (7.4)

Нехай в одиницi об’єму мiститься n+ позитивних носiїв i n−
негативних. Абсолютна величина зарядiв носiїв дорiвнює вiдпо-
вiдно e+ i e−. Якщо пiд дiєю поля носiї отримають швидкостi u+

i u−, то за одиницю часу через одиничну площадку пройде n+u+

позитивних зарядiв, що перенесуть заряд e+n+u+. Аналогiчно не-
гативнi носiї перенесуть заряд e−n−u−. Таким чином, для густини
струму отримаємо наступний вираз:

j = e+n+u+ + e−n−u−. (7.5)

Струм, що не змiнюється з часом, називається постiйним.
Очевидно, що

I =
q

t
, (7.6)

де q — заряд, який переноситься через поверхню за час t.
У СI одиниця струму ампер (А) є основною. Одиниця заряду

кулон (Кл) визначається як заряд, що переноситься за 1 с через
поперечний перерiз провiдника при силi струму в 1А.

7.2 Закон Ома. Опiр провiдникiв
Ом експериментально встановив закон, вiдповiдно до якого сила
струму, що тече по однорiдному металевому провiднику, пропор-
цiйна спаду напруги U на провiднику:

I =
1
R

U. (7.7)
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Однорiдним називається провiдник, у якому не дiють сили не-
електростатичного походження (стороннi сили). Величина R нази-
вається е л е к т р и ч н им оп о р ом провiдника. Одиницею опору
служить Ом, що дорiвнює опору такого провiдника, у якому при
напрузi в 1В тече струм силою в 1А.

Величина опору залежить вiд форми i розмiрiв провiдника,
а також вiд властивостей матерiалу, з якого вiн зроблений. Для
однорiдного цилiндричного провiдника

R = ρ
l

S
, (7.8)

де l — довжина провiдника, S — площа його поперечного пере-
рiзу, ρ — залежний вiд властивостей матерiалу коефiцiєнт, який
називається п и т омим е л е к т р и ч н им о п о р ом речовини.

Закон Ома можна записати в диференцiальнiй формi. Видiли-
мо увно в околицi деякої точки всерединi провiдника елементар-
ний цилiндричний об’єм з твiрними, паралельними вектору гу-
стини струму j в данiй точцi. Через поперечний перерiз цилiндра
тече струм силою jdS. Напруга, прикладена до цилiндра, дорiв-
нює Edl, де E — напруженiсть поля в даному мiсцi. Нарештi, опiр

цилiндра, вiдповiдно до формули (7.8), дорiвнює ρ
l

S
. Пiдставимо

цi значення у формулу (7.7), тодi

jdS =
dS

ρdl
· Edl. (7.9)

Носiї заряду в кожнiй точцi рухаються в напрямку вектора E.
Тому напрямки j i E спiвпадають1. Отже, з (7.9) отримаємо

j =
1
ρ
E = σE, (7.10)

де σ =
1
ρ
— величина, яка називається к о еф i ц i є н т ом е л е к т р о-

п р о в i д н о с т i або просто п р о в i д н i с тю матерiалу.
Формула (7.10) виражає закон Ома в диференцiальнiй формi.
Здатнiсть речовини проводити струм характеризується його

питомим опором ρ або провiднiстю σ. Їхня величина визначається
хiмiчною природою речовини й умовами, зокрема температурою,

1В анiзотропних тiлах напрямки векторiв j i E можуть не спiвпадати.
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при яких вона знаходиться. Для бiльшостi металiв питомий опiр
росте з температурою приблизно за лiнiйним законом:

ρ = ρ0(1 + αt◦), (7.11)

де ρ — питомий опiр при 0◦C, t◦ — температура за шкалою Цель-
сiя, α — коефiцiєнт, чисельно рiвний приблизно 1/273. Переходячи
до абсолютної температури, одержимо

ρ = ρ0αT. (7.12)

Залежнiсть електричного опору вiд температури покладена в
основу термометрiв опору. Такий термометр являє собою метале-
ву (останнiм часом усе бiльше застосування знаходять термоме-
три опору на напiвпровiдниках) дротину, намотану на порцеля-
новий чи слюдяний каркас. Проградуйований за постiйними тем-
пературними точками термометр опору дозволяє вимiрювати з
точнiстю порядку декiлькох сотих градуса як низькi, так i високi
температури.

7.3 Природа носiїв заряду в металах
Для з’ясування природи носiїв струму в металах було поставлено
ряд дослiдiв. Вiдзначимо дослiд Рiкке, здiйснений у 1901 р. Рiкке
взяв три цилiндри - два мiдних i один алюмiнiєвий – з ретельно
вiдшлiфованими торцями. Цилiндри були зваженi i потiм складенi
разом у послiдовностi: мiдь – алюмiнiй – мiдь. Через такий скла-
дений провiдник пропускався безупинно струм одного i того само-
го напрямку протягом року. За весь час через цилiндри пройшов
заряд, рiвний 3,5·106 Кл. Зважування показало, що пропускання
струму нiяк не змiнило вагу цилiндрiв. При дослiдженнi торцiв,
що торкалися, пiд мiкроскопом теж не було виявлено проникне-
ння одного металу в iнший. Результати дослiду Рiкке свiдчили
про те, що перенос заряду в металах здiйснюється не атомами, а
певними частинками, що входять до складу всiх металiв. Такими
частками виявилися електрони.

Найбiльш переконливий доказ електронної природи струму в
металах було отримано в дослiдах з iнерцiєю електронiв. Уявимо
собi кусок незарядженого металу, що рухається з постiйною швид-
кiстю. Разом з металом будуть рухатися з тiєю же швидкiстю й
електрони, i тому нiякого руху електронiв щодо кристалiчної ґра-
тки, а, отже, i електричного струму не буде. Однак електрони,
крiм заряду, володiють ще i масою i тому їм присуща iнерцiя.
При всякiй змiнi швидкостi руху металу електрони будуть або
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вiдставати вiд руху ґратки, або випереджати, отже, виникає еле-
ктричний струм.

Толмен i Стюард (1916 р.) зробили якiснi дослiди й устано-
вили, що у котушцi з дротом, що робить обертальнi коливання
навколо своєї осi, дiйсно виникає змiнний струм. Котушка з вели-
ким числом виткiв тонкого дроту приводилася у швидке оберта-
ння навколо своєї осi. Кiнцi обмотки були приєднанi до чуттєвого
гальванометра. Пiсля розкручування котушки вона рiзко гальму-
валася.

Дослiди показали, що при гальмуваннi котушки у колi дiй-
сно виникає короткочасний струм, а його напрямок вiдповiдає не-
гативно зарядженим частинкам. У цих дослiдах було визначене
вiдношення заряду до маси носiїв заряду,

e

m
. Дiйсно, при галь-

муваннi котушки на електрони дiє сила iнерцiї, що i є в даному

випадку сторонньою силою. При прискореннi дроту
dv

dt
на один

електрон дiє сила

F = −m
dv

dt
. (7.13)

Сила, вiднесена до одиницi заряду, тобто напруженiсть поля сто-
роннiх сил E, дорiвнює

E = −m

e

dv

dt
. (7.14)

Оскiльки E = −gradϕ, (ϕ — потенцiал), знайдемо напругу, що
виникає в колi при гальмуваннi котушки:

U = −m

e

dv

dt
l, (7.15)

де l — довжина дроту котушки. Якщо R — опiр кола, то сила
струму, викликаного цiєї напругою, рiвна

i = −m

e

l

R

dv

dt
. (7.16)

Величина заряду, що пройшов через коло за повний час гальму-
вання котушки, визначається формулою

q =
∫ 0

v0

idt = −m

e

l

R

∫ 0

v0

dv =
m

e

lv0

R
, (7.17)
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де v0 — початкова лiнiйна швидкiсть дроту. Вимiрявши заряд q
балiстичним гальванометром, та знаючи всi iшнi величини (якi
можна легко визначити) v0, l i R, можна визначити

e

m
. Обчислене

згiдно формули (7.17) значення питомого заряду носiїв виходило
дуже близьким до

e

m
для електронiв. Таким чином, було експери-

ментально доведено, що носiями струму в металах є електрони.

7.4 Класична електронна теорiя металiв
Друде, який розробив класичну теорiю металiв, припустив, що
електрони провiдностi в металi поводяться подiбно молекулам iде-
ального газу. У промiжках мiж зiткненнями вони рухаються зов-
сiм вiльно, пробiгаючи в середньому деякий шлях λ. Правда, на
вiдмiну вiд молекул газу, пробiг яких визначається зiткненням
молекул однiєї з iншою, електрони зiштовхуються переважно не
мiж собою, а з йонами, що утворюють кристалiчну гратку мета-
лу. Цi зiткнення приводять до встановлення теплової рiвноваги
мiж електронним газом i кристалiчною граткою. Вважаючи, що
на електронний газ можуть бути поширенi результати кiнетичної
теорiї газiв, оцiнку середньої швидкостi теплового руху електронiв
можна зробити за формулою

v̄ =

√
8kT

πm
. (7.18)

Для кiмнатної температури (∼ 300◦K) обчислення згiдно (7.18)
приводить до значення v̄ ≈ 105 м/с.

При включеннi поля на хаотичний тепловий рух, що вiдбуває-
ться зi швидкiстю (7.18), накладається упорядкований або дрейфо-
вий рух електронiв з деякою швидкiстю ū. Величину цiєї швидко-
стi легко оцiнити, виходячи з формули (7.5), що пов’язує густину
струму j з кiлькiстю n носiїв в одиницi об’єму, їхнiм зарядом e i
середньою швидкiстю ū:

j = enū. (7.19)

Гранична припустима технiчними нормами густина струму для
мiдних проводiв складає бiля 10A/мм2 = 107 A/м2. Взявши для
n значення 1023 см−3 = 1029 м−3, отримаємо ū = 10−3 м/с. Таким
чином, навiть при дуже високих густинах струму середня швид-
кiсть дрейфового руху зарядiв (ū) у 108 раз менша за середню
швидкiсть теплового руху.
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Друде вважав, що вiдразу пiсля чергового зiткнення електрона
з йоном кристалiчної ґратки швидкiсть дрейфового руху електро-
на дорiвнює нулю. Тодi пiд дiєю поля електрон одержить постiйне
прискорення, рiвне eE/m, i до кiнця пробiгу швидкiсть дрейфо-
вого руху досягне в середньомум значеннi

ūmax =
eE

m
τ, (7.20)

де τ — середнiй час мiж двома послiдовними зiткненнями з йона-
ми гратки.

Швидкiсть u змiнюється за час пробiгу лiнiйно. Тому її середнє
(за пробiг) значення дорiвнює половинi максимального:

ū =
eτ

2m
E. (7.21)

Середня швидкiсть дрейфового руху електронiв виявляється
пропорцiйною напруженостi поля E. Тому можна покласти

ū = bE, (7.22)

де b =
eτ

2m
не залежить вiд поля E. Величина b називається

р у х л и в i с тю електронiв. Вона рiвна швидкостi дрейфового ру-
ху електронiв в полi з напруженiстю, що рiвна одиницi. Якщо
вимiрювати швидкiсть в м/с, а напруженiсть поля – в В/м, то
рухливiсть буде виражена в м2/(В·c).

Пiдклавши вираз для середньої швидкостi дрейфового руху
(7.21) у формулу (7.19), отримаємо

j =
ne2τ

2m
E. (7.23)

Густина струму виявляється пропорцiйною напруженостi по-
ля. Таким чином, ми отримали закон Ома у диференцiальнiй фор-
мi (7.10), згiдно з яким коефiцiєнт пропорцiйностi мiж j i E являє
собою провiднiсть

σ =
ne2τ

2m
. (7.24)

Класична теорiя змогла пояснити закони Ома i Джоуля-Ленца2,
а також дала якiсне пояснення закону Видемана-Франца3. Разом

2Кiлькiсть тепла, що видiляється в провiднику, пропорцiйна його опору,
квадрату сили струму i часу Q = I2Rt.

3Вiдношення коефiцiєнта теплопровiдностi κ до коефiцiєнта електропро-
вiдностi σ для всiх металiв приблизно однакова i змiнюється пропорцiйно
абсолютнiй температурi.
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з тим ця теорiя натрапила на дуже iстотнi труднощi: висновки
теорiї суперечили дослiдним даним по температурнiй залежно-
стi електричного опору металiв, класична теорiя не змогла дати
пояснення явищу надпровiдностi i пояснити теорiю теплоємностi
металiв.

7.5 Основи квантової теорiї твердого тiла
У класичнiй теорiї металiв вважалося, що електрони провiдностi
можуть мати будь-якi значення енергiї. Вiдповiдно до квантової
теорiї енергiя електронiв у будь-якому кристалiчному тiлi (зокре-
ма, у металi) так само, як i енергiя електронiв в атомi, квантує-
ться. Це означає, що вона може приймати лише дискретнi (тобто
роздiленi кiнцевими промiжками) значення, якi називають рiвня-
ми енергiї. Дозволенi рiвнi енергiї в кристалi групуються в зони,
роздiленi промiжками, у яких дозволених значень енергiї немає.
Цi промiжки називаються з а б о р о н е н ими з о н ами. Ширина
дозволених i заборонених зон не залежить вiд розмiрiв кристала.

Найвищу з дозволених енергетичних зон, повнiстю заповнених
валентними електронами при абсолютному нулi температури, на-
зивають в а л е н т н ою з о н ою (v); найнижчу з пустих або час-
тково заповнених дозволених зон називають з о н ою пр о в i д н о с-
т i (c); мiж валентною зоною i зоною провiдностi знаходиться за-
боронена зона.

При абсолютному нулi енергiя кристала повинна бути мiнi-
мальною. Електрони пiдкоряються п р и н ц и п у з а б о р о н и Па у-
л i, вiдповiдно до якого у будь-якiй квантовiй системi (атомi, мо-
лекулi, кристалi i т.i.) на кожному енергетичному рiвнi може
знаходитися не бiльш двох електронiв, причому спiни електро-
нiв, що займають одночасно той самий рiвень, повиннi мати
протилежнi напрямки. Тому валентнi електрони заповнюють са-
му нижню зону, потiм наступну бiльш високу i т.д. доти, поки не
вичерпаються всi електрони, тобто поки не доберемося до фермi-

EE
F

EE
F

a á

Рисунок 7.1
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євської граничної енергiї 4.
Ясно, що при такому поступовому розмiщеннi електронiв мо-

жуть бути два випадки: або всi електрони цiлком заповнять кiль-
ка зон, iншi ж зони будуть вiльними (рис. 7.1, а), або електронiв
виявиться недостатньо для повного заповнення, так що в остан-
нiй iз заповнених зон залишаться незайнятi рiвнi (рис. 7.1, б ). У
першому випадку рiвень Фермi E = EF збiгається з краєм дозво-
леної енергетичної зони, у другому лежить десь усерединi однiєї з

4Рiвень Фермi EF (енергiя Фермi) — це значення енергiї, нижче якої всi
електроннi стани повнiстю заповненi електронами при абсолютному нулi тем-
ператури, а вище якої всi стани пустi. Iснування енергiї Фермi є наслiдком
принципу Паулi i квантової статистики Фермi-Дiрака для частинок (або ква-
зiчастинок) з пiвцiлим спiном – фермiонiв. Функцiя розподiлу Фермi-Дiрака
при T = 0K i при низьких температурах зображена на рис. 7.2. Статистика
Фермi-Дiрака для iдеального електронного газу:

f(E) =
1

e
E−EF

kBT + 1

, (7.25)

де f(E) — iмовiрнiсть того, що стан з енергiєю E зайнятий електроном, kB —
стала Больцмана.

В областi високих температур (тобто при E−EF À kBT , що виконується в
областi "хвоста"кривої розподiлу) одиницею у знаменнику можна знехтувати.
Тодi функцiя (7.25) набуває вигляду

f(E) ≈ e
−E−EF

kBT = const · e− E
kBT , (7.26)

тобто переходить в функцiю розподiлу Больцмана (розподiл класичної фiзи-
ки).

В дiелектриках i напiвпровiдниках рiвень Фермi спiвпадає з верхньою ме-
жею валентної зони або розташований в забороненiй зонi. В металах рiвень
Фермi попадає в зону провiдностi або в область перекриття валентної зони i
зон провiдностi.

T = 0 K

E

f( )E

0

0,5

1

k TB

E
F

Рисунок 7.2
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зон (на рисунках електроннi стани E < EF заштрихованi). Легко
бачити, що якщо зони цiлком заповненi, то кристал буде iзолято-
ром, тобто дiелектриком, якщо ж одна з зон не цiлком заповнена
(але в нiй є електрони!), то кристал буде провiдником, тобто мета-
лом. Щоб переконатися в цьому, прикладемо до кристала слабке
електричне поле. Пiд впливом поля електрони будуть прискорю-
ватися i переходити зi стану з меншою енергiєю в стан з бiльшою
енергiєю. Але в першому випадку такий перехiд неможливий. Дiй-
сно, щоб електрону перейти в який-небудь стан, цей стан вiдповiд-
но до принципу Паули повинен бути вiльним, вiльних же станiв
немає - усi вони зайнятi. Навпаки, у другому випадку перехiд мо-
жливий - у зонi є вiльнi мiсця. Тому можливе протiкання струму
при як завгодно слабкому електричному полi, тобто кристал бу-
де провiдником. У металi струм може протiкати при як завгодно
малому електричному полi внаслiдок того, що в металi iснують
частково зайнятi рiвнi в зонi провiдностi. Дiелектрики не мають
такої властивостi. Однак i в них можуть протiкати струми, але
не при слабких, а при дуже сильних полях, коли стає можливим
перехiд електронiв у зону провiдностi.

Сутнiсть розходження мiж металами, дiелектриками i напiв-
провiдниками (дiелектрики i напiвпровiдники вiдрiзняються мiж
собою лише шириною забороненої зони Eg, рiзкої межi мiж ни-
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Рисунок 7.3

ми немає, подiл на дiелектрики i напiвпровiдники в певнiй мiрi
є умовним) зв’язана з характером енергетичного спектра тiла в
поєднаннi з принципом Паули. Ясно, що якби електрони не пiд-
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корялися принципу Паули, то мiж металами i дiелектриками (i
напiвпровiдниками) не iснувало би розходження i всi тiла були би
провiдниками.

Енергетичнi схеми металiв, напiвпровiдникiв i дiелектрикiв на-
веденi на рис. 7.3. Заповненi електронами областi дозволених зон
заштрихованi.

7.6 Динамiка електронiв у кристалiчнiй гра-
тцi

Особливiстю кристала, що вiдрiзняє його вiд аморфних тiл i рi-
дин, є перiодичнiсть у розташуваннi атомiв (кристалiчна гратка),
а тому електрони рухаються в перiодичному потенцiальному по-
лi кристалiчної ґратки. Виявляється, рух електрона провiдностi
в кристалi пiд дiєю зовнiшньої сили F i сил з боку кристалiчної
ґратки Fкрист у рядi випадкiв може бути описаний як рух вiльно-
го електрона, на котрий дiє лише сила F , але з еф е к т и в н ою
ма с ою m∗, вiдмiнною вiд маси вiльного електрона m0.

Ефективна маса m∗ може сильно вiдрiзнятися вiд фактичної
маси електрона m0, зокрема вона може приймати вiд’ємнi зна-
чення. Це обумовлено тiєю обставиною, що в дiйсностi рiвняння
другого закону Ньютона має вигляд

m0
dv

dt
= F + F крист. (7.27)

Спiвставлення (7.27) з рiвнянням

m∗dv

dt
= F

наочно показує, що m∗ може iстотно вiдрiзнятися вiд m0. Незва-
жаючи на це, саме значення m∗ визначає характер руху електрона
в гратцi пiд дiєю сили eE. Введення ефективної маси дозволяє,
абстрагуючись вiд взаємодiї електронiв iз граткою, визначити ха-
рактер руху електрона пiд дiєю зовнiшнього поля. Приписавши
електрону масу m∗, ми можемо дослiджувати поводження еле-
ктрона пiд дiєю сили eE, вважаючи його вiльним.

7.7 Електропровiднiсть металiв
Згiдно емпiричного правила Матiссена, встановленого у 1864р.,
загальний опiр кристалiчного металiчного зразка ρ(T ) є сумою
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опорiв ρз, "залишкового опору", обумовленого розсiянням еле-
ктронiв на дефектах i домiшках кристалу, який практично не
залежить вiд температури (залишається i при T = 0K), ρф(T )
– опору, обумовленого тепловими коливаннями гратки, i ρе(T ) –
опору, обумовленого мiжелектронними зiткненнями. Останнi два
– температурно-залежнi i зникають при T = 0K:

ρ(T ) = ρз + ρф(T ) + ρе(T ). (7.28)

Залежнiсть питомого опору ρ = σ−1 металу (Cu) i сплавiв (Cu:Ni)
вiд температури T наведено на рис. 7.4.
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Рисунок 7.4

При вiдсутностi зовнiшнього поля дрейфова швидкiсть рiвна
нулю, i електричний струм у металi вiдсутнiй. При накладаннi
на метал зовнiшнього електричного поля E дрейфова швидкiсть
стає вiдмiнною вiд нуля – у металi виникає електричний струм.
Вiдповiдно до закону Ома дрейфова швидкiсть є пропорцiйна силi
−eE.

З механiки вiдомо, що швидкiсть сталого руху виявляється
пропорцiйною прикладенiй до тiла зовнiшнiй силi F в тому ви-
падку, коли, крiм сили F , на тiло дiє сила опору середовища, що
пропорцiйна швидкостi тiла. Отже, крiм сили −eE, на електро-
ни провiдностi в металi дiє сила "тертя", середнє значення якої
дорiвнює

F тр = −ru, (7.29)
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де r — коефiцiєнт пропорцiйностi.
Тодi рiвняння руху для електрона матиме вигляд

m∗du

dt
= −eE − ru, (7.30)

де m∗ — ефективна маса електрона. Це рiвняння дозволяє знайти
усталене значення u.

Якщо пiсля встановлення стацiонарного стану виключити зов-
нiшнє поле E, дрейфова швидкiсть почне зменшуватися i по дося-
гненнi стану рiвноваги мiж електронами i граткою дорiвнюватиме
нулю. Знайдемо закон зменшення дрейфової швидкостi пiсля ви-
микання зовнiшнього поля. Поклавши у (7.30) E = 0, одержимо
рiвняння

m∗du

dt
+ ru = 0. (7.31)

Рiвняння такого виду нам добре вiдомi. Його розв’язок має вид

u(t) = u(0) · exp
(
− r

m∗ t
)

, (7.32)

де u(0) — значення дрейфової швидкостi в момент виключення
поля.

З (7.32) випливає, що за час

τ =
m∗

r
(7.33)

значення дрейфової швидкостi зменшиться в e разiв. Таким чи-
ном, величина (7.33) євляє собою ч а с р е л а к с а ц i ї, який хара-
ктеризує процес встановлення рiвноваги (мiж електронами i кри-
сталiчною граткою), спотвореної дiєю зовнiшнього поля E.

Iз врахуванням (7.33) формула (7.29) може бути записана на-
ступним чином:

F тр = −m∗

τ
u. (7.34)

Значення усталеної дрейфової швидкостi можно знайти, якщо
прирiвняти нулю суму сил −eE i сили тертя (7.34):

−eE − m∗

τ
u = 0. (7.35)

Звiдки

u = −eEτ

m∗ . (7.36)
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Усталене значення густини струму отримаємо, помноживши це
значення u на заряд електрона −e i густину електронiв n:

j = −eEτ

m∗ (−e)n =
ne2τ

m∗ E. (7.37)

Коефiцiєнт пропорцiйностi мiж j i E являє собою питому еле-
ктропровiднiсть σ. Таким чином,

σ =
ne2τ

m∗ . (7.38)

Вiдзначимо, що розрахунки, якi привели до формули (7.38),
однаково придатнi як при класичному трактуваннi руху електро-
нiв провiдностi в металi, так i при квантовомеханiчному тракту-
ваннi. Розходження цих двох пiдходiв полягає в наступному. При
класичному розглядi передбачається, що всi електрони збурю-
ються зовнiшнiм електричним полем. При квантовомеханiчному
трактуваннi треба брати до уваги, що збурюються полем i змiню-
ють свою швидкiсть лише електрони, що займають стани побли-
зу рiвня Фермi. Електрони, що знаходяться на бiльш глибоких
рiвнях, полем не збурюються. Крiм того, при класичному тра-
ктуваннi в знаменнику формули (7.38) повинна стояти звичайна
маса електрона, при квантовомеханiчному трактуванню замiсть
звичайної маси повинна бути взята ефективна маса електрона m∗.

Класична електронна теорiя не в станi пояснити характер тем-
пературної залежностi електропровiдностi металiв. Дiйсно, пито-
ма електропровiднiсть згiдно (7.24)

σкл =
ne2τ

2m
=

ne2`

2mv̄т
, (7.39)

де τ ≈ `/v̄т, ` — середня довжина вiльного пробiгу електронiв
в кристалi, яка згiдно з класичною теорiєю, має порядок сталої
кристалiчної гратки i не залежить вiд температури (` ∼ a); v̄т —
середня теплова швидкiсть електронiв (v̄т ∼

√
T ); σкл ∼ 1√

T
, що

суперечить експериментальним даним.
Квантовомеханiчний розрахунок дає

σ =
ne2τ

m∗ =
ne2`

m∗v̄ф
, (7.40)

де τ ≈ `/v̄ф — час релаксацiї, ` — середня довжина вiльного про-
бiгу електрона (квазiчастинки з ефективною масою m∗), v̄ф =
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√
2EF /m∗ — фермi-швидкiсть (максимальна швидкiсть електро-

нiв, при T = 0).
Температурна залежнiсть σ(T ) пов’язана з температурною за-

лежнiстю `(T ). При T = 0 довжина вiльного пробiгу електрона в
iдеально-перiодичнiй безмежнiй кристалiчнiй гратцi ` = ∞. В ре-
альних металлах при T = 0 скiнченна довжина вiльного пробiгу,
обумовлена розсiянням електронiв на дефектах (i домiшках) кри-
стала, залежна вiд концентрацiї дефектiв i практично незалежна
вiд температури, є причиною залишкового опору ρз. В надчистих
металах ` ∼ 10−2 см i ρз є в 104− 105 разiв менше питомого опору
при кiмнатнiй температурi.

При достатньо високих температурах T À ϑД (ϑД = ~ωmax/kB

— температура Дебая (ϑД ∼ 102 K); ωmax — максимальна частота
коливань кристалiчної гратки) довжина вiльного пробiгу електро-
на визначається, в основному, розсiянням на теплових коливаннях
йонiв кристалiчної гратки (фононах5). При кiмнатних температу-
рах довжина вiльного пробiгу електрона `ф ∼ 10−6 см, `ф ∼ 1

T ,
тому σф ∼ 1

T i питомий опiр, обумовленний розсiянням електро-
нiв на фононах, лiнiйно залежить вiд температури ρф ∼ T i дає
основний вклад в опiр металу.

В широкiй областi температур

ρ = ρз + ρф = ρз(1 + αT ), (7.41)

де α — температурний коефiцiєнт опору (типове значення α ≈
1/273K−1 ≈ 4·10−3K−1), ми отримали i пояснили формулу (7.11).

При низьких температурах T ¿ ϑД ρф ∼ T 5, що вперше бу-
ло з’ясовано Ф.Блохом (1929 р.) на основi квантової теорiї. В цiй
областi низьких температур суттєвим впливом на довжину вiль-
ного пробiгу мають мiжелектроннi зiткнення, i вiдповiдна частина
питомого опору ρе ∼ T 2. Отже, при T ¿ ϑД питомий опiр визна-
чається трьома доданками

ρ = ρз + AT 2 + BT 5, (7.42)

де A, B — величини, незалежнi вiд температури (ρе = AT 2, ρф =
BT 5).

5Фонон — квант коливань кристалiчної гратки, квазiчастинка, що описує
колективнi коливання йонiв кристалiчної гратки.
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7.8 Напiвпровiдники
Напiвпровiдниками є кристалiчнi речовини, у яких валентна вона
цiлком заповнена електронами, а ширина забороненої зони неве-
лика (у власних напiвпровiдникiв не бiльша 1 еВ). Напiвпровiдни-
ки зобов’язанi своїй назвi тiй обставинi, що за величиною електро-
провiдностi вони займають промiжне положення мiж металами i
дiелектриками. Однак характерним для них є не величина провiд-
ностi, а те, що їхня провiднiсть росте з пiдвищенням температури
(нагадаємо, що в металах вона зменшується).

Розрiзняють власнi i домiшковi напiвпровiдники. До числа
власних вiдносяться хiмiчно чистi напiвпровiдники. Електричнi
властивостi домiшкових напiвпровiдникiв визначаються наявни-
ми в них домiшками.

Власна провiднiсть. У власному напiвпровiднику при абсо-
лютному нулi всi рiвнi валентної зони цiлком заповненi електро-
нами, а в зонi провiдностi електрони вiдсутнi. Електричне поле
не може перекинути електрони з валентної зони в зону провiд-
ностi. Тому власнi напiвпровiдники поводяться при абсолютному
нулi як дiелектрики. При температурах, вiдмiнних вiд 0К, части-
на електронiв з верхнiх рiвнiв валентної зони переходить у ре-
зультатi теплового збудження на нижнi рiвнi зони провiдностi. У
цих умовах електричне поле одержує можливiсть змiнювати стан
електронiв, що знаходяться в зонi провiдностi. У результатi еле-
ктропровiднiсть напiвпровiдника стає вiдмiнною вiд нуля:

σ = σ0 · exp (−Ea/kBT ) , (7.43)

де σ0 — коефiцiєнт, в дiйсностi залежний вiд температури, але зна-
чно повiльнiше, нiж експоненцiальний множник, Ea — так звана
е н е р г i я а к т и в а ц i ї провiдностi, необхiдна для того, щоб еле-
ктрон мiг подолати заборонену зону i перейти з валентної зони у
зону провiдностi.

Власна провiднiсть виникає в результатi переходу електронiв з
верхнiх рiвнiв валентної зони в зону провiдностi. При цьому в зонi
провiдностi з’являється деяке число носiїв струму - електронiв,
що займають рiвнi поблизу дна зони; одночасно у валентнiй зонi
звiльняється таке ж число мiсць на верхнiх рiвнях. Такi вiльнi вiд
електронiв мiсця називають д i р к ами6.

Розподiл електронiв за рiвнями валентної зони i зони провiдно-
стi визначається функцiєю Фермi-Дiрака (7.25). Обчислення по-
казують, що рiвень Фермi лежить точно посерединi забороненої

6Дiрка — квазiчастинка, що пiдкоряється статистицi Фермi-Дiрака, має
заряд, рiвний заряду електрона за абсолютною величиною, та протилежним
знаком.
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зони. Отже, для електронiв, що перейшли в зону провiдностi, ве-
личина E−EF мало вiдрiзняється вiд половини ширини забороне-
ної зони. Рiвнi зони провiдностi лежать на хвостi кривої розподiлу.
Тому iмовiрнiсть їхнього заповнення електронами можна знаходи-
ти за формулою (7.26). Вважаючи в цiй формулi E −EF = Eg/2,
одержимо

f(E) ≈ e
− Eg

2kBT . (7.44)
Кiлькiсть електронiв, що перейшли в зону провiдностi, буде

пропорцiйна iмовiрностi (7.44). Оскiльки провiднiсть пропорцiйна
числу носiїв, вона теж повинна бути пропорцiйна виразу (7.44).
Отже, електропровiднiсть власних напiвпровiдникiв швидко росте
з температурою, змiнюючись за законом

σ = σ0 · exp(−Eg/2kBT ), (7.45)

де Eg — ширина забороненої зони.
На рисунку 7.5 зображена схема, яка пояснює виникнення вла-

сної провiдностi напiвпровiдника. Електроннi переходи показанi
стрiлками.
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Рисунок 7.5

В електричному полi E вiдбувається дрейфовий рух електро-
нiв i дiрок. Напрями швидкостей електронiв (electron) i дiрок (hole)
ue i uh протилежнi, але створюванi ними електричнi струми ма-
ють однаковий напрям (je‖jh‖E). Рухливостi електронiв i дiрок:

µn =
un

E
, µp =

up

E
, (7.46)
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un i up — дрейфовi швидкостi електронiв i дiрок в електричному
полi E. Густина електричного струму електронiв i дiрок

j = −envn + epvp = (enµn + epµp)E, (7.47)

де враховано, що un = −µnE, up = µpE. Згiдно закону Ома

j = σE.

Питома електропровiднiсть напiвпровiдника

σ = enµn + epµp, (7.48)

де n — концентрацiя електронiв в зонi провiдностi, p — концен-
трацiя дiрок у валентнiй зонi (e — абсолютна величина заряду
електрона).

Для власної провiдностi

n = p ≡ ni = A · exp (−Eg/2kBT ) , (7.49)

A — коефiцiєнт, залежний вiд ефективних мас електрона i дiрки
(m∗

n i m∗
p) i температури (за степеневим законом).

Домiшкова провiднiсть. Цей вид провiдностi виникає, якщо
деякi атоми даного напiвпровiдника замiстити у вузлах кристалi-
чної ґратки атомами, валентнiсть яких вiдрiзняється на одиницю
вiд валентностi основних атомiв. На рисунку 7.6, a умовно зобра-
жена гратка германiя з домiшкою 5-валентних атомiв фосфору.
Для утворення ковалентних зв’язкiв iз сусiдами атому фосфо-
ру досить чотирьох електронiв. Отже, п’ятий валентний електрон
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виявляється як би зайвим i легко вiдщiплюється вiд атома за ра-
хунок енергiї теплового руху, утворюючи при цьому мандрiвний
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вiльний електрон. На вiдмiну вiд розглянутого ранiше випадку
утворення вiльного електрона не супроводжується порушенням
ковалентних зв’язкiв, тобто утворенням дiрки. Хоча в околицi
атома домiшки виникає надлишковий позитивний заряд, але вiн
зв’язаний з цим атомом i перемiщатися по гратцi не може. Зав-
дяки цьому заряду атом домiшки може захопити електрон, що
наблизився до нього, але зв’язок захопленого електрона з атомом
не буде мiцним i легко порушується знову за рахунок теплових
коливань гратки.

Таким чином, у напiвпровiднику з 5-валентною домiшкою iснує
лише один вид носiїв струму – електрони. Вiдповiдно говорять, що
такий напiвпровiдник має електронну провiднiсть або є напiвпро-
вiдником n-типу (вiд слова negativ – негативний). Атоми домiшки,
що поставляють електрони провiдностi, називаються д о н о р ами.

Домiшки спотворюють поле гратки, що приводить до вини-
кнення на енергетичнiй схемi так званих локальних рiвнiв, роз-
ташованих у забороненiй зонi кристала (рис. 7.7, a). Будь-який
рiвень валентної зони чи зони провiдностi може бути зайнятий
електроном, що знаходиться в будь-якiм мiсцi кристала. Енергiю,
що вiдповiдає локальному рiвню, електрон може мати лише зна-
ходячись поблизу атома домiшки, що викликав появу цього рiвня.
Отже, електрон, що займає домiшковий рiвень, локалiзований по-
близу атома домiшки.
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Рисунок 7.7

Якщо донорнi рiвнi розташованi недалеко вiд стелi валентної
зони7, вони не можуть iстотно вплинути на електричнi властиво-
стi кристала. Iнакше обстоїть справа, коли вiдстань таких рiвнiв
вiд дна зони провiдностi набагато менша, нiж ширина забороненої

7Це означає, що п’ятий валентний електрон мiцно зв’язаний iз своїм ато-
мом.
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зони. У цьому випадку енергiя теплового руху навiть при звичай-
них температурах виявляється достатньою для того, щоб переве-
сти електрон з донорного рiвня в зону провiдностi. На рис. 7.6,
a цьому процесу вiдповiдає вiдщiплення п’ятого валентного еле-
ктрона вiд атома домiшки. Захопленню вiльного електрона ато-
мом домiшки вiдповiдає на рис. 7.7, a перехiд електрона з зони
провiдностi на один з донорних рiвнiв.

Рiвень Фермi в напiвпровiднику n-типу лежить мiж донорни-
ми рiвнями i дном зони провiдностi, а при невисоких температу-
рах - приблизно посерединi мiж ними (рис. 7.7, a).

На рис. 7.6, б умовно зображена гратка кремнiю з домiшкою
3-валентних атомiв бору. Трьох валентних електронiв атома бо-
ру недостатньо для утворення зв’язкiв iз усiма чотирма сусiдами.
Тому один iз зв’язкiв виявляється не укомплектованим i буде яв-
ляти собою мiсце, здатне захопити електрон. При переходi на це
мiсце електрона однiєї iз сусiднiх пар виникне дiрка, що буде ко-
чувати по кристалi. Поблизу атома домiшки виникне надлишко-
вий негативний заряд, але вiн буде зв’язаний з даним атомом i
не може стати носiєм струму. Таким чином, у напiвпровiднику з
3-валентною домiшкою виникають носiї струму тiльки одного ви-
ду - дiрки. Провiднiсть у цьому випадку називається дiрковою,
а про напiвпровiдник говорять, що вiн належить до p-типу (вiд
слова positiv – позитивний). Домiшки, що викликають виникнен-
ня дiрок, називаються а к ц е п т о р н ими.

На схемi рiвнiв (рис. 7.7, б ) акцептору вiдповiдає розташо-
ваний у забороненiй зонi, недалеко вiд її дна, локальний рiвень.
Утворенню дiрки вiдповiдає перехiд електрона з валентної зони на
акцепторний рiвень. Зворотний перехiд вiдповiдає розриву одного
з чотирьох ковалентних зв’язкiв атома домiшки з його сусiдами i
рекомбiнацiї електрона, що утворився при цьому, i дiрки.

Рiвень Фермi в напiвпровiднику p-типу лежить мiж стелею
валентної зони i акцепторними рiвнями, а при невисоких темпе-
ратурах – приблизно посерединi мiж ними.

З пiдвищенням температури концентрацiя домiшкових носi-
їв струму швидко досягає насичення. Це означає, що практично
звiльняються всi донорнi чи заповнюються електронами всi акце-
пторнi рiвнi. Разом з тим, у мiру росту температури, усе в бiльшо-
му ступенi починає виявлятися власна провiднiсть напiвпровiдни-
ка, обумовлена переходом електронiв безпосередньо з валентної
зони в зону провiдностi. Таким чином, при високих температу-
рах провiднiсть напiвпровiдника буде складатися з домiшкової i
власної провiдностi. При низьких температурах переважає домi-
шкова, а при високих - власна провiднiсть.
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7.9 Струм в електролiтах
Дисоцiацiя молекул у розчинах. Проходження струму че-
рез метали та електроннi напiвпровiдники не супроводжується
будь-якими хiмiчними перетвореннями. Такi речовини називаю-
ться провiдниками першого роду. Речовини, у яких при прохо-
дженнi струму вiдбуваються хiмiчнi перетворення, називаються
провiдниками другого роду або е л е к т р о л i т ами. До їхнього чи-
сла належать розчини солей, лугiв та кислот у водi i деяких iнших
рiдинах, а також розплави солей, що є у твердому станi йонними
кристалами.

Носiями струму в електролiтах служать йони, на якi дисоцi-
юють (розщеплюються) у розчинi молекули розчиненої речовини.
Щоб з’ясувати, яким чином вiдбувається дисоцiацiя, розглянемо
полярну молекулу, наприклад, NaCl. При об’єднаннi атомiв Na i
Cl у молекулу вiдбувається перерозподiл електронiв - валентний
електрон Na виявляється як би включеним в оболонку атома Cl,
для повної забудови якої не вистачає саме одного електрона. У
результатi атом Na перетворюється в позитивний йон, атом Cl -
у негативний. Обидва йони утримуються в молекулi силами еле-
ктростатичної (кулонiвскої) взаємодiї. Аналогiчно будь-яка iнша
полярна молекула складається з двох чи бiльшого числа йонiв.

У розчинi кожна молекула розчиненої речовини знаходиться
в оточеннi молекул розчинника. Якщо молекули розчинника є та-
кож полярними, поблизу молекули розчиненої речовини на них
буде дiяти електричне поле, створене розчиненою молекулою. То-
му молекули розчинника повернуться до позитивно зарядженої
частини молекули розчиненої речовини своїми негативними "кiн-
цями", а до негативно зарядженої частини – позитивними "кiнця-
ми"(рис. 7.8, a; суцiльним контуром обведена молекула розчиненої
речовини, пунктирними контурами – молекули розчинника). При
такому розташуваннi молекул розчинника створюване ними поле
послаблює зв’язок мiж рiзноiменними йонами молекули розчине-
ної речовини, унаслiдок чого зв’язок може виявитися розiрваним
за рахунок енергiї теплового руху. У цьому випадку молекула дi-
литься на два чи бiльшу кiлькiсть iонiв рiзних знакiв (дисоцiює).

Напруженiсть поля, що створюється диполем, пропорцiйна ве-
личинi його електричного моменту. Тому зв’язок мiж йонами в
молекулi розчиненої речовини послабляється сильнiше, чим бiль-
ший дипольний момент навколишнiх її молекул, тобто чим бiльша
дiелектрична проникнiсть рiдини, узятої у якостi розчинника. З
усiх рiдин найбiльшою дiелектричною проникнiстю володiє вода
(ε = 81). Вiдповiдно до цього дисоцiацiя молекул у водяних роз-
чинах буває особливо велика.
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Рисунок 7.8

Йони, що утворилися, починають рухатись у розчинi. Якщо
йони рiзних знакiв наблизяться на досить малу вiдстань, вони
можуть об’єднатися знову в молекулу. Цей процес, протилежний
процесу дисоцiацiї, називається р е к ом б i н а ц i єю йонiв. У роз-
чинi йдуть одночасно обидва процеси – дисоцiацiя молекул на йо-
ни i рекомбiнацiя йонiв у молекули. Коли кiлькiсть молекул, що
дисоцiюють в одиницю часу, стане рiвною кiлькостi молекул, що
виникають "в той самий час унаслiдок рекомбiнацiї, установиться
рiвноважний стан. Цьому стану вiдповiдає визначений ступiнь ди-
соцiацiї, який прийнято характеризувати к о еф i ц и е н т ом ди с о-
ц i а ц i ї α, що показує, яка частина молекул розчиненої речови-
ни знаходиться в дисоцiйованому станi. Якщо кiлькiсть молекул
розчиненої речовини, що мiстяться в одиницi об’єму розчину, до-
рiвнює n, то n′ = αn молекул будуть знаходитися у розчинi у видi
йонiв i n′′ = (1− α)n - у видi недисоцiйованих молекул.

Для кожної молекули розчиненої речовини, що ще не розпа-
лася на iони, iснує визначена iмовiрнiсть того, що вона дисоцiює
протягом однiєї секунди. Отже, кiлькiсть молекул ∆n′, що дисоцi-
ює за одиницю часу в одиницi об’єму повинна бути пропорцiйною
n′′ – кiлькостi молекул, якi ще не розпалися на йони:

∆n′ = k′n′′ = k′(1− α)n. (7.50)

Коефiцiєнт пропорцiйностi k′ залежить вiд природи розчинни-
ка i розчиненої речовини. Для розчинникiв з бiльшим значенням
ε коефiцiєнт k′ бiльший. Крiм того, вiн зростає iз збiльшенням
температури.

Iмовiрнiсть зустрiчi двох йонiв рiзних знакiв пропорцiйна як
числу позитивних, так i числу негативних йонiв. I те, i iнше число
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дорiвнює кiлькостi дисоцiйованих молекул n′. Тому кiлькiсть мо-
лекул, що виникають в одиницi об’єму за одиницю часу внаслiдок
рекомбiнацiї, пропорцiйна n′2:

∆n′′ = k′′n′2 = k′′α2n2. (7.51)

Для стану рiвноваги ∆n′ = ∆n′′, тому (див. (7.50) i (7.51))

k′(1− α)n = k′′α2n2,

звiдки

α2 +
k′

k′′n
α− k′

k′′n
= 0.

Розв’язок цього рiвняння (другий розв’язок вiдкинуто iз-за того,
що вiн вiд’ємний)

α =
k′

2k′′n

(√
1 +

4k′′n
k′

− 1

)
. (7.52)

Ця формула є наближеною. Коефiцiєнти k′ i k′′ можна вва-
жати постiйними лише в тому випадку, якщо кожна молекула
розчиненої речовини має своїми сусiдами тiльки молекули роз-
чинника, що виконується при невеликих вiдносних концентрацiях
розчину. При великих концентрацiях оточення кожної молекули
складається як з молекул розчинника, так i з молекул розчиненої
речовини, унаслiдок чого змiнюється iмовiрнiсть дисоцiацiї. Змi-
нюється також iмовiрнiсть рекомбiнацiї при зустрiчi йонiв рiзних
знакiв.

При малих n

(
коли

4k′′n
k′

¿ 1
)

функцiю (7.52) можно набли-
жено представити наступним чином:

α ≈ k′

2k′′n

(
1 +

2k′′n
k′

− 1
)

= 1. (7.53)

Отже, у сильно розведених розчинах практично всi молекули
розчиненої речовини виявляються дисоцiйованими. Це пояснює-
ться тим, що при малих n йони майже не зiштовхуються один
з одним; тому рекомбiнацiя не вiдбувається i з плином часу всi
молекули розпадаються на йони.
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При великих n
(
коли одинецею можно знехтувати у порiв-

няннi

√
4k′′n
k′

, а тим бiльше у порiвняннi з
4k′′n
k′

)
вираз (7.52)

приймає вигляд

α ≈ k′

2k′′n

√
4k′′n
k′

=

√
k′

k′′n
∼ 1√

n
. (7.54)

В цьому випадку коефiцiєнт дисоцiацiї α дуже малий
(
за умо-

вою
4k′′n
k′

À 1 , а вiдповiдно
k′

k′′n
¿ 1

)
i зменшується iз збiльше-

нням концентрацiї пропорцiйно
1√
n
.

Дуже слабким електролiтом є також i сама вода. Якась (дуже
незначна) частина її молекул дисоцiйована вiдповiдно до рiвняння

H2O À H+ + OH−.

Десятковий логарифм концентрацiї йонiв H+, узятий iз проти-
лежним знаком, позначають pH i називають в о д н е в им п о к а з-
н и к ом:

pH = − lg [H+].

Для чистої води при 25◦C pH =7,0 (при 0◦C pH =7,5; при 60◦C
pH =6,5).

При розчиненнi кислот вiд них вiдщеплюються йони H+. Ча-
стина iонiв OH− з’єднується з йонами H+ в нейтральнi молекули
води. У результатi концентрацiя [H+] виявиться бiльшою, нiж їх
концентрацiя в чистiй водi. Iншими словами, водневий показник
pH кислотного розчину менший 7. Аналогiчним чином у розчи-
нах лугiв (вiдщеплюються йони OH−) pH бiльший 7. Водневий
показник розчину є, таким чином, кiлькiсною мiрою ступеня його
кислотностi або лужностi.

При невисоких температурах йони бувають оточенi молекула-
ми розчинника, що облiплює йони (рис. 7.8, б ; аналогiчна карти-
на спостерiгається для негативного йона). Це явище називається
с о л ь в а т а ц i єю (у випадку водяних розчинiв – г i д р а т а ц i єю)
йонiв, а саме утворення з йона й утримуваної його силовим полем
оболонки з молекул розчинника називають с о л ь в а т ом. Бiльш
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iнтенсивний тепловий рух порушує зв’язок мiж йоном i молеку-
лами, що утворять оболонку сольвату. Тому при пiдвищеннi тем-
ператури розмiри сольвату робляться усе меншими i при досить
великiй температурi оболонка цiлком зникає.

7.10 Електролiз. Закони Фарадея
Якщо в електролiт увести твердi пластинки, що проводять струм,
(електроди) i прикласти до них напругу, йони починають рухати-
ся i виникає електричний струм. Позитивно зарядженi йони ру-
хаються до негативного електрода (катоду), унаслiдок чого їх на-
зивають к а т i о н ами. Негативнi йони рухаються до позитивного
електрода (аноду) i звуться а н i о н ами. Досягнувши вiдповiдного
електрода, йони вiддають йому надлишковi чи отримують вiдсу-
тнi електрони i перетворюються у нейтральнi атоми чи молеку-
ли. У залежностi вiд хiмiчної природи електролiту та електро-
дiв йони, що нейтралiзувалися, або видiляються на електродах,
або вступають у реакцiю з електродами або розчинником. Хiмi-
чнi реакцiї, у якi вступають iони, що нейтралiзувалися, називають
в т о р и н ними. Продукти вторинних реакцiй видiляються на еле-
ктродах або переходять у розчин.

Таким чином, проходження струму через електролiт супрово-
джується видiленням на електродах складових частин електролi-
ту. Це явище одержало назву е л е к т р о л i з у.

Розглянемо декiлька прикладiв.
1. Вiзьмемо як електролiт водяний розчин соляної кислоти.

Молекула HCl дисоцiює у розчинi на позитивно заряджений йон
водню Н+ i негативно заряджений йон хлору Cl−:

HCl À H+ + Cl−.

Пiдiйшовши до анода, йони хлору вiддають йому надлишковi еле-
ктрони i перетворюються в нейтральнi атоми хлору, що вiдразу
ж поєднуються попарно у молекули:

2Cl− − 2e− → Cl2.

Атоми водню, що нейтралiзувалися на катодi, поєднуються попар-
но у молекули H2:

2H− + 2e− → H2.

Отже, у процесi електролiзу витрачається розчинена речови-
на, а на електродах видiляються газоподiбнi хлор i водень. Вто-
ринних реакцiй у цьому випадку не вiдбувається.
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2. Електролiт – розчин сiрчаної кислоти у водi. Молекула H2SO4
дисоцiює у розчинi на два позитивних однозарядних йони водню
i двозарядний негативний йон SO2−

4 :

H2SO4 À 2H+ + SO2−
4 .

На електродах протiкають наступнi реакцiї:

2H+ + 2e− → H2;
SO2−

4 − 2e− → SO4.

Водень видiляється у видi пухирцiв на катодi. Нейтральна група
атомiв SO4 хiмiчно дуже активна i вступає у вторинну реакцiю.
Якщо електроди виготовленi, наприклад, з платини чи нiкелю,
SO4 реагує з водою:

SO4 + H2O→ H2SO4 +
1
2
O2.

Молекула сiрчаної кислоти надходить у розчин, кисень видiляє-
ться у видi пухирцiв на анодi. У пiдсумку вiдбувається розклада-
ння води з видiленням її складових частин. Вторинна реакцiя в
цьому випадку протiкає з розчинником.

Закони електролiзу були встановленi експериментально Фара-
деєм у 1836 р. Перший з них зтверджує, що кiлькiсть речовини,
яка видiлилася на електродi, пропорцiйна заряду, що пройшов че-
рез електролiт:

m = Kq = K

∫ t

0
i dt , (7.55)

де m — маса речовини, що видiлилася, K — коефiцiєнт, що зале-
жить вiд природи речовини, його називають е л е к т р о х i м i ч н им
е к в i в а л е н т ом. При q = 1 маса m чисельно дорiвнює K. Отже,
електрохiмiчний еквiвалент являє собою масу речовини, що видi-
ляється на електродi при проходженнi через електролiт заряду,
рiвного одиницi.

Другий закон Фарадея зв’язує електрохiмiчний еквiвалент K
речовини з його хiмiчним еквiвалентом A/z (A — атомна вага, z —
валентнiсть даної речовини)8. Цей закон говорить, що електрохi-
мiчнi еквiваленти всiх речовин пропорцiйнi їхнiм хiмiчним еквi-
валентам. Коефiцiєнт пропорцiйностi пишуть у видi 1/F . Вели-
чину F називають ч и с л ом Фар а д е я. Вираз другого закону

8Хiмiчним еквiвалентом елемента називається безрозмiрна величина, чи-
сельно рiвна масi даного елемента, вираженої в грамах (чи в кiлограмах), що
замiщає в хiмiчних сполуках 1,0078 г (вiдповiдно кг) водню.

Валентнiстю z елемента називається число атомiв водню, що замiщається
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Фарадея тепер виглядає так:

K =
1
F

A

z
. (7.56)

Пiдставивши (7.56) у формулу (7.55), об’єднаємо обидва зако-
ни i в результатi отримаємо, що

m =
A

z

q

F
. (7.57)

При q, чисельно рiвному F , маса m чисельно збiгається з A/z.
Таким чином, для видiлення на електродi кiлограм-еквiвалента чи
грам-еквiвалента будь-якої речовини потрiбно пропустити крiзь
електролiт одну i ту саму кiлькiсть електрики, чисельно рiвну F .
Дослiдним шляхом встановлено, що F = 96, 497 · 106 Кл

кг-екв .
Закони Фарадея зiграли важливу роль у встановленнi атомної

(тобто дискретної) природи електрики. Кiлограм-еквiвалент будь-
якої речовини мiстить N ′ = NA/z атомiв (NA — число Авогадро).
Отже, NA/z йонiв переносять заряд, рiвний F . На долю кожного
йона припадає заряд

e′ =
F

N ′ =
F

NA
z. (7.58)

Таким чином, заряд йона виявляється цiлим кратним заряду

e =
F

NA
, (7.59)

котрий, очевидно, являє собою елементарний заряд.
Студент може переконатися сам в тому, що пiдстановка в (7.59)

значення для F i NA = 6, 02 · 1026кмоль−1 приводить до величини
елементарного заряду e = 1, 6 · 10−19 Кл.

в хiмiчних сполуках одним атомом даного елемента.
Для одновалентного елемента хiмiчний еквiвалент дорiвнює його атомнiй

вазi. Для z-валентного елемента хiмiчний еквiвалент дорiвнює A/z.
Кiлькiсть елемента, маса якого, виражена в грамах, чисельно рiвна хiмiчно-

му еквiваленту, називається г р ам - е к в i в а л е н т ом. Кiлькiсть речовини, ма-
са якої дорiвнює A/z кiлограмiв, називається к i л о г р ам - е к в i в а л е н т ом.

Поняття хiмiчного еквiвалента, а також грам-еквiвалента i кiлограм-
еквiвалента може бути поширене також на тi угруповання атомiв, що ви-
дiляються при електролiзi на електродах.
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7.11 Електролiтична провiднiсть
При включеннi електричного поля на хаотичний тепловий рух
йонiв накладається упорядкований рух – позитивних йонiв у на-
прямку поля, негативних – проти напрямку поля. Розмiри йонiв
(а тим бiльше сольватiв) набагато бiльше розмiрiв електрона, то-
му молекули, якi розташованi навколо йона, безупинно на нього
впливають (нагадаємо, що рух електронiв у металах в промiжках
мiж зiткненнями з йонами гратки можна було вважати вiльним).
Цей вплив приводить до того, що йон, подiбно кульцi в грузлому
середовищу, зазнає при своєму русi опору, пропорцiйного швид-
костi. Отже, кожному значенню напруженостi поля вiдповiдає
своє значення швидкостi сталого рiвномiрного руху йонiв u, яке
визначається умовою

e′E = ku,

де e′ — заряд йона, k — коефiцiєнт пропорцiйностi мiж швидкiстю
йона i силою опору середовища руху йона.

Таким чином, пiд дiєю поля напруженостi E; йон буде руха-
тися (у напрямку поля чи проти поля) з постiйною швидкiстю

u =
e′

k
E. (7.60)

Зiставляючи цей вираз з формулою (7.22), бачимо, що вiдно-
шення e′/k є не що iнше, як рухливiсть йона b. Йони рiзних знакiв
можуть мати рiзний за величиною заряд e′, крiм того, i коефiцi-
єнт k для них буде рiзний. Тому йони рiзних знакiв мають рiзну
рухливiсть b.

Рухливiсть йона залежить вiд його природи i властивостей
розчинника. З пiдвищенням температури рухливiсть росте. Це
вiдбувається за рахунок того, що зменшується в’язкiсть середо-
вища в якому рухається йон, але в ще бiльшому ступенi це бу-
ває викликане тим, що при пiдвищеннi температури зменшуються
розмiри сольватної оболонки, що оточує йон.

Рухливiсть йонiв в електролiтах дуже мала. При кiмнатнiй
температурi для водяних розчинiв вона складає приблизно 10−8 —
10−7 м/с

В/м . Рухливiсть електронiв у металах приблизно на чотири

порядки бiльша
(
∼ 10−4 м/с

В/м

)
.

Рух йонiв створює електричний струм, густина якого рiвна

j =
(
n+e+b+ + n−e−b−

)
E, (7.61)
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де n+ — кiлькiсть позитивних йонiв в одиницi об’єму, e+ — заряд,
а b+ — рухливiсть позитивних йонiв, n−, e− i b− — аналогiчнi
величини для вiд’ємних зарядiв (порiвняйте з формулою (7.5)).

Величина, що знаходиться у дужках, не залежить вiд E. Отже,
густина струму в електролiтах пропорцiйна напруженостi поля.
Це означає, що закон Ома є справедливим для електролiтiв.

Якщо молекули дисоцiюють на два йони, то e+ = e− = e′ i
n+ = n− = n′ = αn (кiлькостi дисоцiйованих молекул). У цьому
випадку

j = αne′(b+ + b−)E. (7.62)

Вираз (7.62) справедливий лише на деякому вiддаленнi вiд еле-
ктродiв. У безпосереднiй близькостi вiд електродiв струм створю-
ється йонами тiльки одного знака: анiонами поблизу анода i катiо-
нами поблизу катода. Вiдповiдно до формули (7.62) провiднiсть
електролiту визначається наступним виразом

σ = αne′(b+ + b−). (7.63)

Помножимо i подiлимо цей вираз на N ′ =
NA

z
— кiлькiсть мо-

лекул у кiлограм-еквiвалентi розчиненої речовини:

σ = α
n

N ′
(
e′N ′) (

b+ + b−
)
. (7.64)

Добуток e′N ′ дорiвнює числу Фарадея F . Вiдношення n/N ′
дає кiлькiсть кiлограм-еквiвалентiв розчиненої речовини в одини-
цi об’єму розчину; його називають е к в i в а л е н т н ою к о нц е н т-
р а ц i єю розчиненої речовини. Позначимо цю концентрацiю бу-
квою η, тодi виразу для провiдностi електролiту можна надати
наступний вид:

σ = αηF (b+ + b−). (7.65)

При пiдвищеннi температури коефiцiєнт дисоцiацiї α i рухли-
вiсть йонiв збiльшуються. Тому провiднiсть електролiтiв σ зростає
з температурою. Залежнiсть провiдностi вiд концентрацiї виявля-
ється досить складною. Це викликано тим, що σ залежить вiд η
i безпосередньо, i через α. При малих концентрацiях, коли α ≈ 1
(див. формулу (7.53)), σ росте пропорцiйно η. Надалi зi збiльше-
нням η починає зменшуватись коефiцiєнт дисоцiацiї α; тому рiст
провiдностi сповiльнюється, а потiм вона навiть починає зменшу-
ватися.
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7.12 Технiчнi застосування електролiзу
Електролiз знаходить найрiзноманiтнiшi технiчнi застосування.
Охарактеризуємо коротенько деякi з них.

1. Гальванопластика. У 1837 р. Б.С.Якобi застосував эле-
ктролiз для виготовлення металевих злiпкiв з рельєфних моделей.
Модель з воску чи якого-небудь iншого пластичного матерiалу по-
кривається для створення провiдного шару графiтовим порошком
i потiм включається як катод при електролiзi. Электролiтом слу-
жить розчин солi, що мiстить метал, з якого хочуть одержати
злiпок. Метал вiдкладається на катодi у видi шару, що точно вiд-
биває рельєф моделi. Отриманий злiпок легко вiдокремлюється
вiд катода. Таким способом iнодi виготовляються типографськi
клiше.

2. Гальваностегiя. За допомогою електролiзу наносять на
поверхню металевих виробiв тонкий шар iншого металу. Це роби-
ться у декоративних цiлях (золочення, срiблення, платинування),
а також для створення антикорозiйних покриттiв (нiкелювання,
хромування, кадмiювання i т.i. ).

3. Електрометалургiя. Шляхом електролiзу розплавлених
руд одержують алюмiнiй, натрiй, магнiй, бериллiй i деякi iншi
метали. Наприклад, сировиною для одержання алюмiнiю служать
боксити – мiнерали, що мiстять глинозем (Al2O3). У якостi эле-
ктродiв застосовуються вугiльнi пластини. Руда пiдтримується у
розплавленому станi за рахунок тепла, що видiляється при про-
ходженнi струму.

Електролiз застосовують також для рафiнування (тобто очи-
щення) металiв. Для цього пластина з металу, що очищається,
включається як анод вiдповiдної електролiтичної ванни. Електро-
лiтом служить розчин солi металу, що очищається. При належно-
му виборi напруги видiлятися на катодi буде лише даний метал,
а домiшки випадуть у видi осаду. Таким шляхом одержують, на-
приклад, дуже чисту мiдь, що називається електролiтичною.

4. Електролiтичне полiрування. Кiлькiсть речовини, що
осаджується на електродi або переходить з електрода в розчин,
пропорцiйна густинi струму. У виступiв, як ми знаємо, напруже-
нiсть поля бiльша, отже, у цих мiсцях бiльша i густина струму;
у заглибленнях густина струму, навпаки, буде менша. Тому, якщо
вирiб iз шорсткуватою поверхнею зробити анодом вiдповiдним чи-
ном обраної електролiтичної ванни, то з виступiв буде переходити
в розчин бiльше металу, чим iз заглиблень, i шорсткостi будуть
згладжуватися. На цьому принципi ґрунтується электрополiрува-
ння металiв.

5. Одержання важкої води. Важкою водою (D2O) назива-
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ється вода, у якiй атоми водню замiщенi атомами дейтерiю (D)
- iзотопу водню з атомною вагою 2. Важка вода присутня в не-
великiй кiлькостi в звичайнiй водi. Йони D+ володiють меншою
рухливiстю, нiж йони H+. Тому у газi, що видiляється при еле-
ктролiзi, важкий водень присутнiй у вiдносно меншiй кiлькостi,
нiж у вихiднiй водi; в електролiтi ж концентрацiя важкої води
пiдвищується. Якщо робити електролiз досить довго, можна одер-
жати воду з високим змiстом молекул D2O.

6. Електролiтичнi конденсатори. Якщо в розчин борного
лугу (сумiшi борної кислоти й амiаку) занурити алюмiнiєвi еле-
ктроди i прикласти до них напругу, то анод швидко покривається
дуже тонким непровiдним шаром окислiв алюмiнiю i струм при-
пиняється. Iзолюючий шар пiдтримується за рахунок електролiзу
i при змiнi полярностi зникає. Таким чином, анод i електролiт ви-
являються роздiленими найтоншим шаром iзолятора й утворять
конденсатор дуже великої ємностi (ємнiсть конденсатора оберне-
но пропорцiйна вiдстанi мiж обкладками).

У "сухих"електролiтичних конденсаторах електролiт виготов-
ляють у видi густої пасти i просочують їм паперову прокладку,
що помiщається мiж обкладками. Подiбнi конденсатори при неве-
ликих розмiрах мають ємнiсть порядку сотень мiкрофарад. При
їхньому включеннi необхiдно строго дотримувати позначену по-
лярнiсть. Якщо електрод iз шаром, що утворився на ньому, оки-
сла пiдключити до мiнуса кола (тобто в зворотному напрямку),
то iзолюючий шар зникне i сила струму рiзко зросте, що приве-
де до руйнування конденсатора. Кожен такий конденсатор буває
розрахований на визначену граничну напругу, при перевищеннi
якої iзолюючий шар пробивається i конденсатор виходить з ладу.

7.13 Запитання для самоконтролю
1 Що називається густиною струму?

2 Запишiть закон Ома в диференцiальнiй формi.

3 Що називають рухливiстю електронiв?

4 В чому полягає принцип заборони Паулi?

5 Що називається забороненою зоною (зоною провiдностi, ва-
лентною зоною)?

6 Що називають рiвнем Фермi? Де розташований рiвень Фермi
в металах, дiелектриках i напiвпровiдниках?
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7 Який змiст має ефективна маса?

8 Пояснiть температурну залежнiсть електропровiдностi ме-
талiв.

9 Що називається фононом?

10 Що називається дiркою?

11 Пояснiть власну i домiшкову провiднiсть напiвпровiдникiв.

12 Пояснiть встановлення рiвноважного стану пiд час дисоцiа-
цiї молекул.

13 Що називають водневим показником?

14 Сформулюйте закони Фарадея.

15 Опишiть технiчне застосування електролiзу.

Приклад 1. Визначити середню швидкiсть напрямленого руху еле-
ктронiв у металiчному провiднику перерiзом 50мм2, через який протi-
кає струм силою 12А, якщо концентрацiя вiльних електронiв у провiд-
нику 5 · 1027 м−3.

З точки зору класичної електронної теорiї металiв (див. (7.19)) гу-
стина струму j = enū. Помноживши обидвi частини рiвняння на площу
поперечного перерiзу S, отримаємо силу струму:

I = enūS,

звiдки

ū =
I

enS
= 3 · 10−4 м

c
.

Приклад 2. При нiкелюваннi виробу його поверхню покрили шаром
нiкелю товщиною 0,5мм. Визначити середню густину струму, якщо нi-
келювання вiдбувалося протягом 2,5 год.

Згiдно законiв Фарадея (див. (7.57)) заряд q, що пройшов через еле-
ктролiт рiвний

q =
mzF

A
,

де m — маса видiленого на електродi елемента, z — його валентнiсть, A
— атомна вага, F — число Фарадея.

Пiдклавши сюди
m = ρhS,

де ρ — густина нiкелю, S — площа нiкельованої поверхнi, отримаємо

q =
ρhSzF

A
= It = jSt; j =

ρhzF

At
= 160

A

м2
.
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Роздiл 8
Основнi питання i закони оптики
Електромагнiтна природа свiтла; додавання свiтлових коливань.
Когерентнiсть та iнтерференцiя; застосування iнтерференцiї
в науцi i технiцi; явище дифракцiї; принцип Гюйгенса-Френеля;
поляризацiя свiтла; основнi поняття та закони геометричної
оптики, повне внутрiшнє вiдбивання.

Оптика подiляється на фiзичну i геометричну (рис. 8.1). Фi-
зична оптика вивчає природу i властивостi свiтла, характер його
поширення в iзотропних та анiзотропних середовищах i взаємодiю
свiтла з речовиною. Геометрична оптика розглядає коло практи-
чних питань, якi можна задовiльно розв’язати геометричним шля-
хом, використовуючи закони, в основi яких лежить принцип пря-
молiнiйного поширення свiтла i аналогiя з класичною механiкою,
встановлена Гамiльтоном (1828 p.). Природа випромiнювання свi-
тла в геометричнiй оптицi до уваги не береться.

Îïòèêà

îïòèêà
Ô çè÷íài

îïòèêà
Ãåîìåòðè÷íà

îïòèêà
Õâèëüîâà

(êâàíòîâà) îïòèêà

Êîðïóñêóëÿðíà

Рисунок 8.1

Однак iснує цiлий ряд оптичних явищ, якi можна пояснити
тiльки з врахуванням природи свiтлових випромiнювань. Це яви-
ща дифракцiї, iнтерференцiї, дисперсiї тощо. Всi цi i ряд iнших
явищ можна пояснити тiльки з позицiй фiзичної оптики, яка роз-
глядає свiтловий процес випромiнювання як поширення електро-
магнiтних хвиль. Цю частину фiзичної оптики називають хвильо-
вою оптикою. Поряд з цим iснує чимало оптичних явищ, якi з
точки зору хвильової оптики пояснити важко або взагалi немо-
жливо. Це - фотоефект, люмiнесценцiя, ефект Комптона тощо. Цi
i їм подiбнi явища можна пояснити, використовуючи уявлення, що
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свiтло – це потiк частинок – фотонiв. Частина фiзичної оптики,
в основi якої лежить iдея про корпускулярну (квантову) приро-
ду свiтла називається корпускулярною (квантовою) оптикою. В
фiзичнiй оптицi вперше була з’ясована корпускулярно-хвильова
єднiсть властивостей свiтла, яка знайшла своє вiдображення в
iдеї корпускулярно-хвильового дуалiзму свiтла (Ейнштейн, 1905-
1917pp.), узагальненої пiзнiше на всi види матерiї, включаючи ре-
човину (де Бройль, 1923 p.). Геометрична оптика, яка допускає
формулювання за аналогiєю з класичною корпускулярною меха-
нiкою, є наближеним, частинним випадком хвильової оптики.

8.1 Електромагнiтна природа свiтла
Основу вчення про електромагнiтне поле заклав Фарадей. Подаль-
ший розвиток вчення про електромагнiтне поле привело Максвел-
ла в 1865 р. до встановлення основних законiв для процесiв, що
вiдбуваються в змiнних електричних та магнiтних полях. Найва-
жливiшим висновком теорiї електромагнiтного поля, розробле-
ної Максвеллом, є те, що у вiльному просторi електромагнiтнi
хвилi поширюються з швидкiстю свiтла. На основi цього Ма-
ксвелл створив електромагнiтну теорiю свiтла, згiдно якої свiтло
- це електромагнiтнi хвилi з малою довжиною. В 1888 р. Герц
експериментальне одержав електромагнiтнi хвилi у вiльному про-
сторi, а росiйський фiзик Попов та iталiйський iнженер Марконi
у 1895 р. використали їх для бездротового телеграфу.

Якщо в якiйсь частинi простору вiдбувається нестацiонарний
рух електричних зарядiв, то вiн зумовлює появу змiнних електри-
чних i магнiтних полiв, тобто викликає збудження електромагнi-
тних хвиль. Виникнувши, електромагнiтнi хвилi можуть iснувати
самi собою, поширюючись з швидкiстю v. На рис. 8.2 зображена

Рисунок 8.2

плоска електромагнiтна хвиля. Процес поширення електромагнi-
тних хвиль описується рiвняннями Максвелла, якi встановлюють
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зв’язок мiж змiною в часi i просторi векторiв напруженостi еле-
ктричного E i магнiтного H полiв. Якщо вибрати розмiщення
векторiв E, H i v так, як на рис. 8.2, то рiвняння Максвелла
матимуть такий вигляд:

∂E

∂x
= −µµ0

∂H

∂t
,

∂H

∂x
= −εε0

∂E

∂t
, (8.1)

де ε i µ — вiдповiдно дiелектрична i магнiтна проникностi середо-
вища, ε0 i µ0 — електрична i магнiтна стала вiдповiдно.

Якщо перше рiвняння продиференцiювати по x, а друге по t,
то пiсля виключення з рiвнянь мiшаних похiдних одержимо:

∂2E

∂t2
− 1

εε0µµ0

∂2E

∂x2
= 0,

∂2H

∂t2
− 1

εε0µµ0

∂2H

∂x2
= 0.

(8.2)

Рiвняння (8.2) в загальному випадку можна записати в такому
виглядi:

∂2E

∂t2
=

1
εε0µµ0

(
∂2E

∂x2
+

∂2E

∂y2
+

∂2E

∂z2

)
,

∂2H

∂t2
=

1
εε0µµ0

(
∂2H

∂x2
+

∂2H

∂y2
+

∂2H

∂z2

)
.

(8.3)

Рiвняння (8.3) називаються хвильовими рiвняннями (див. фор-
мули (6.8), (6.9)). Процеси, якi описуються рiвняннями (8.1), (8.2)
i (8.3) мають хвильовий характер, частинним розв’язком яких є:

E = E0 sin
[
ω

(
t− x

v

)]
, H = H0 sin

[
ω

(
t− x

v

)]
, (8.4)

Вирази (8.4) являють собою рiвняння плоскої гармонiчної (мо-
нохроматичної) хвилi (див. формулу (6.3)), яка поширюється вздовж
вiсi Х з амплiтудою E0 (H0), частотою ω = 2π/T (T — перiод) i
швидкiстю v (vx = v, vy = vz = 0).

Порiвнявши рiвняння (8.3) з рiвнянням (6.8); одержимо

v =
1√

εε0µµ0
. (8.5)
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Для вакууму ε = µ = 1. Тодi

v =
1√
ε0µ0

= 3 · 108 м
с

= c. (8.6)

Звiдси випливає, що швидкiсть поширення свiтла i швид-
кiсть поширення електромагнiтних хвиль у вакуумi однаковi. Це
дало можливiсть Максвеллу ототожнити свiтловi хвилi з електро-
магнiтними. Так виникла електромагнiтна теорiя свiтла, згiдно
якої свiтловi хвилi є електромагнiтними хвилями малої довжини.
Враховуючи (8.5) i (8.6) швидкiсть поширення свiтлової хвилi в
середовищi буде дорiвнювати

v =
c√
εµ

. (8.7)

У випадку неферомагнiтних середовищ (µ = 1)

v =
c√
ε

або
√

ε =
c

v
= n, (8.8)

де n — абсолютний показник заломлення середовища. Останню
рiвнiсть у виглядi √

ε = n, (8.9)
називають з а к о н ом Мак с в е л л а. Математичними перетворе-
ннями можна встановити зв’язок мiж E i H електромагнiтної
(свiтлової) хвилi:

√
µµ0

∂H

∂t
=
√

εε0
∂E

∂t
(8.10)

або √
µµ0H =

√
εε0E. (8.11)

Для вакууму ε = µ = 1. Тодi

H =
√

ε0
µ0

E. (8.12)

Для дiелектрика µ = 1. Тодi

H =
√

εε0
µ0

E. (8.13)

Останнi спiввiдношення показують, що E i H пов’язанi мiж
собою лiнiйною залежнiстю. Причому вони змiнюються так, що
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одночасно проходять через максимум i мiнiмум (рис. 8.2). Слiд
мати на увазi, що вектори E, H i v (напрямок поширення хви-
лi) завжди складають у вiльнiй хвилi правий гвинт. Iз цього ви-
пливає, що електромагнiтна хвиля поперечна. Хвилю, яка вiльно
поширюється у просторi, називають бiжучою хвилею.

Таким чином, Максвелл, спираючись на iдеї Фарадея про еле-
ктричне i магнiтне поля, узагальнив закони, встановленi експери-
ментально, розробив досконалу теорiю єдиного електромагнiтного
поля. Ця теорiя мала велике значення для розвитку класичної фi-
зики. Вона дала змогу охопити велике коло явищ, починаючи вiд
електричного поля нерухомих зарядiв i закiнчуючи електромагнi-
тним полем i свiтловим, зокрема.

Пiдсумовуючи вище сказане, можна зробити такi висновки:
1. Електромагнiтнi хвилi поширюються в просторi iз швидкi-

стю свiтла v =
c√
εµ

, а свiтловi хвилi можна розрiзняти, як час-

тковий випадок електромагнiтних хвиль малої довжини.
2. Електромагнiтнi хвилi (а значить i свiтловi) поперечнi.
3. Вектори E i H електромагнiтної хвилi ортогональнi.
4. Зв’язок мiж оптичними, електричними i магнiтними кон-

стантами здiйснюється (виражається) за законом Максвелла

n =
√

εµ =
c

v
. (8.14)

8.2 Додавання свiтлових коливань. Когерен-
тнiсть та iнтерференцiя

Для розрахунку результату при додаваннi свiтлових хвиль засто-
совують три рiзнi методи, якi умовно можна назвати алгебраїчним
(тригонометричним), векторним i комплексним. В кожному окре-
мому випадку вибiр методу визначається математичною зручнi-
стю i простотою його використання. Кожен метод при правильно-
му застосуваннi повинен призвести до одного й того ж результату.

Векторний метод ми застосовували у 5-й лекцiї (див. рис 5.4),
коливання описували умовним вектором амплiтуди коливань, дов-
жина якого чисельно рiвна значенню амплiтуди, а кут, що утво-
рює цей вектор з горизонтальною вiссю, рiвний фазi коливань в
будь-який момент часу. При додаваннi таких векторiв за теоре-
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мою косинусiв ми мали результат (формули (5.17, стор. 83)):

E2
0 = E2

01 + E2
02 + 2E01E02 cos(φ1 − φ2),

tg φ =
E01 sinφ1 + E02 sinφ2

E01 cosφ1 + E02 cosφ2
.

(8.15)

Для будь-якого числа синхронних коливань результуюче ко-
ливання знаходимо аналогiчно, як векторну суму:

E = E1 + E2 + E3 + . . . + En. (8.16)

З енергетичної точки зору свiтло часто характеризують i н т е н-
с и в н i с тю I, яка визначається густиною потоку енергiї i про-
порцiйна квадрату амплiтуди електричного поля свiтлової хвилi

I =
1
2

√
εε0
µµ0

E2
0 . Тодi, згiдно (8.15)

I = I1 + I2 + 2
√

I1I2 cos(φ2 − φ1), (8.17)

де I1 i I2 — iнтенсивностi свiтлових коливань, якi накладаються,
I — результуюча iнтенсивнiсть.

Iз (8.17) видно, що результуюча iнтенсивнiсть свiтла не до-
рiвнює сумi iнтенсивностей двох хвиль. Результат визначається
рiзницею фаз φ2 − φ1 i може бути рiвним сумi iнтенсивностей
I = I1 + I2, лише коли cos(φ2 − φ1) = 0.

Обчислимо середнє значення квадрата амплiтуди результую-
чого коливання за деякий промiжок часу t. Iз формули (8.15)

〈E2
0〉 =

1
t

∫ t

0
E2

0 dt = E2
01+E2

02+2E01E02
1
t

∫ t

0
cos(φ2−φ1) dt. (8.18)

Якщо φ2−φ1 = const, тобто незмiнна в часi величина в певнiй
точцi спостереження, то

1
t

∫ t

0
cos(φ2 − φ1) dt = cos(φ2 − φ1) = const, (8.19)

а значить

〈E2
0〉 = E2

01 + E2
02 + 2E01E02 cos(φ2 − φ1). (8.20)

Переходячи до iнтенсивностi матимемо:

〈I〉 = I1 + I2 + 2
√

I1I2 cos(φ2 − φ1), (8.21)

160



тобто
〈I〉 6= I1 + I2. (8.22)

Вираз (8.22) означає, що при сталостi рiзницi фаз хвиль, якi
додаються, результуюча iнтенсивнiсть буде вiдмiнною (бiльшою
або меншою в залежностi вiд конкретного значення рiзницi фаз)
вiд суми iнтенсивностей окремих коливань. Коливання, якi за-
довiльняють умовам, при яких рiзниця фаз залишається сталою
величиною, називаються к о г е р е н т н ими.

Таким чином, необхiдною умовою виникнення iнтерференцiї є
сталiсть рiзницi фаз (φ2 − φ1 = const) iнтерферуючих хвиль, тоб-
то хвилi повиннi бути когерентними. Однак, щоб ця умова пере-
творилася в достатню, необхiдно ще, щоб частоти iнтерферуючих
свiтлових хвиль були рiвними (ω1 = ω2), а вектори E1 i E2 не
були взаємно перпендикулярними (E1 ·E2 6= 0).

При хаотичних змiнах рiзницi фаз двох коливань, коли вона
протягом часу t набуває випадкових значень вiд 0 до 2π,

1
t

∫ t

0
cos(φ2 − φ1) dt = 0. (8.23)

Тодi 〈E2
0〉 = E2

01 + E2
02, тобто

〈I〉 = I1 + I2. (8.24)

Як видно iз (8.24), при хаотичнiй змiнi рiзницi фаз вiдбуває-
ться просте додавання iнтенсивностей, тобто явище iнтерфе-
ренцiї не спостерiгається. Подiбнi коливання називаються н е к о-
г е р е н т н ими. Отже, при накладаннi двох коливань однiєї часто-
ти потрiбно розрiзняти два випадки:

а) В першому випадку рiзниця фаз коливань зберiгається ста-
лою протягом всього часу спостереження. Середня iнтенсивнiсть
результуючого коливання в цьому випадку вiдрiзняється вiд суми
середнiх iнтенсивностей складових коливань i може бути як бiль-
шою, так i меншою, залежно вiд рiзницi фаз. Наприклад, якщо
φ2− φ1 = 2kπ, cos(φ2− φ1) = 1 (де k = 0, 1, 2, . . .), то результую-
ча iнтенсивнiсть є максимальною, тобто I = I1 + I2 + 2

√
(I1I2).

Якщо ж φ2 − φ1 = (2k + 1)π, cos(φ2 − φ1) = −1, то результую-
ча iнтенсивнiсть буде мiнiмальною: I = I1 + I2 − 2

√
(I1I2). При

промiжних значеннях φ2−φ1 iнтенсивнiсть матиме промiжнi зна-
чення.

Накладання когерентних свiтлових хвиль, при якому резуль-
туюча iнтенсивнiсть залежить вiд рiзницi фаз i вiдрiзняється вiд
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суми iнтенсивностей окремих коливань, називається i н т е рф е-
р е н ц i єю свiтлових хвиль. Iз формули (8.21) видно, що явище
iнтерференцiї зумовлюється її третiм доданком 2

√
(I1I2) cos(φ2 −

φ1) у зв’язку з чим вiн отримав назву iнтерференцiйного члена.
Оскiльки рiзниця фаз залежить вiд координат точки спостереже-
ння, iнтерференцiйна картина характеризується чергуванням у
просторi стiйких максимумiв i мiнiмумiв освiтленостi.

Для кiлькiсної оцiнки якостi iнтерференцiйної картини вводи-
ться параметр видностi V , запропонований Максвеллом. Iнодi
його називають просто к о н т р а с т ом. Вiн визначається так:

V =
Imax − Imin

Imax + Imin
, (8.25)

де Imax i Imin — максимальна i мiнiмальна iнтенсивностi iнтер-
ференцiйних смуг. Для знаходження функцiї видностi необхiдно
вимiряти Imax i Imin, а потiм знайти V за формулою (8.25).

У випадку некогерентних джерел свiтла iнтерференцiйна кар-
тина не спостерiгається: Imax = Imin i V = 0.

При використаннi когерентних джерел свiтла i за умови, що
E01 = E02, контрастнiсть буде максимальною, бо при ∆φ = φ2 −
φ1 = (2k + 1)π, Imin = 0. Якщо iнтерференцiйна картина утво-
рюється частково когерентними свiтловими хвилями, то контра-
стнiсть її буде погана.

Виникнення iнтерференцiйних максимумiв i мiнiмумiв у свi-
тловому полi не суперечить закону збереження i перетворення
енергiї. У випадку iнтерференцiї вiдбувається просторовий пере-
розподiл свiтлової енергiї, в результатi чого в одних мiсцях просто-
ру густина енергiї збiльшується (максимуми), в iнших - зменшує-
ться (мiнiмуми), а загальний запас енергiї в просторi залишається
незмiнним.

б) В другому випадку рiзниця фаз коливань, якi додаються,
змiнюється довiльним чином (хаотично) протягом часу спостере-
ження. Це означає, що необхiдна умова не виконується, коливання
вважаються некогерентними. Iнтерференцiя в звичайному розу-
мiннi спостерiгатися не буде, оскiльки, як уже вiдмiчалося вище,
середнє значення cos(φ2−φ1) = 0, а це означає, що в кожнiй точцi
спостереження iнтенсивнiсть буде одна i та ж: I = I1 + I2.

8.3 Застосування iнтерференцiї в науцi i те-
хнiцi

За допомогою iнтерференцiї з великою точнiстю [(0.05 - 0.025)λ -
для двопроменевої, i 0,001λ, - для багатопроменевої iнтерференцiї]
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вимiрюють довжину свiтлової хвилi, лiнiйнi розмiри тiл та їх змi-
ну пiд впливом рiзних фiзичних процесiв, показники заломлення
i малi їх рiзницi (до 10−6); оцiнюють якiсть шлiфування i полiру-

вання поверхонь (∼ 1
4
λ); вимiрюють малi кути (2-10") та кутовi

розмiри небесних тiл тощо.
Iнтерференцiйнi вимiрювання проводять за допомогою вiзу-

альних, фотографiчних i фотоелектричних методiв реєстрацiї iн-
терференцiйної картини.

Дослiдження якостi поверхонь. В оптичнiй промислово-
стi до поверхонь оптичних деталей при їх виготовленнi пред’яв-
ляють дуже високi вимоги. Плоскi поверхнi дзеркал, пластин i
призм або сферичнi поверхнi дзеркал i лiнз не повиннi вiдступа-
ти вiд iдеальних геометричних поверхонь на десятi i навiть со-
тi частки довжини хвилi. Схема установки, за допомогою якої
дослiджують гладкiсть поверхнi наведена на рис. 8.3, a, де S –
джерело свiтла, ZZ′ – напiвпрозора пластинка, L – лiнза, яка дає
паралельний пучок свiтла, яким освiтлюється дослiджувана пла-
стинка А′В′ та еталонна пластинка АВ, поверхня якої вiдступає
вiд iдеально геометричної площини не бiльше нiж на 0.05λ. До-
слiджувану поверхню А′В′ притискують до еталона АВ так, щоб
мiж ними утворився тонкий прошарок, на якому утворюються
смуги однакової товщини. Якщо поверхнi обидвох пластинок iде-
ально плоскi, то мiж ними утворюється тонкий повiтряний шар
у виглядi клина, якщо з одного боку пластинки стиснутi сильнi-
ше, нiж з протилежного. Смуги рiвної товщини, якi утворюються
на такому повiтряному клинi, будуть мати вигляд прямих, пара-
лельних ребру клина. Будь-яке вiдхилення вiд правильної площи-
ни призведе до викривлення iнтерференцiйних смуг. На рис. 8.3,
подано вигляд iнтерференцiйних смуг при наявностi горба (б ) i
западини (в). За величиною i напрямком викривлень можна су-
дити про розмiри виступiв i западин дослiджуваної поверхнi з то-
чнiстю до 0.01мкм. Якщо натискати почергово то на один, то на
другий край пластинок, змiнюючи цим самим положення повiтря-
ного клина, можна достатньо швидко дослiдити якiсть поверхнi
у всiх напрямках. Для того, щоб пiдвищити точнiсть контролю
якостi поверхонь, можна використати багатопроменеву iнтерфе-
ренцiю вiд повiтряного прошарку. Для цього необхiдно на поверх-
ню дослiджуваної пластинки i поверхню еталонної пластинки на-
нести тонкий напiвпрозорий шар срiбла. Завдяки багатократному
вiдбиванню виникнуть бiльш вузькi i рiзкi iнтерференцiйнi смуги,
якi можуть пiдвищити точнiсть вимiрювань до 0.003мкм.

Вимiрювання малих кутiв. При вимiрюваннi малих ку-
тiв застосовують рiзнi методи, що грунтуються на iнтерференцiй-
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Рисунок 8.3

них явищах. Для вимiрювання малих кутiв, наприклад, клина,
на якому виникає iнтерференцiйна картина, можна скористати-
ся рис. 8.4, a. Знаючи вiдстань l мiж сусiднiми максимумами (l
визначається експериментально), довжину хвилi λ i показник за-
ломлення n матерiалу клина можна за формулою визначити кут
α:

sinα =
λ

2nl
.

Подiбним методом визначають малi кути мiж площинами.
Для контролю правильностi кутiв у призмах використовують

стандартний скляний двогранний кут, який накладають на гранi
призми. Мiж гранями призми i площинами двогранного кута ви-
никають повiтрянi прошарки (клини). За iнтерференцiйною кар-
тиною, яка виникає на повiтряних прошарках, можна судити про
правильнiсть кутiв призми.

Контроль кiнцевих мiр i вимiрювання малих довжин.
У механiчних цехах в машинобудуваннi широко використовують
точнi стандарти, так званi кiнцевi мiри або плитки Iогансона. Кiн-
цевi мiри – це стальнi плитки, двi протилежнi сторони яких добре
вiдполiрованi i строго паралельнi одна однiй. Вiдстань мiж цими
поверхнями називається довжиною кiнцевої мiри. Якщо покла-
сти одну плитку на другу i дещо їх притиснути, то їх в подаль-
шому важко роз’єднати, настiльки щiльно вони прилягають одна
дiї одної. Точнiсть, з якою виготовляються вимiрювальнi плитки,
дуже висока. Так, наприклад, кiнцева мiра довжиною 100мм по-
винна бути зроблена з похибкою, значно меншою (0,3мкм), нiж
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середня довжина свiтлової хвилi (0,5 мкм).

a á

Рисунок 8.4

Ясно, що для досягнення такої великої точностi при виготов-
леннi кiнцевих мiр їхню довжину перевiряють iнтерференцiйними
методами за допомогою еталонної плитки.

Найпростiший метод грунтується на використаннi iнтерферен-
цiї на клинi. Спочатку кiнцевi мiри перевiряють на вiдхил вiд iде-
альної площини i плоскопаралельнiсть. Якщо протилежнi площи-
ни вiдповiдають стандарту iдеальностi, то плитки калiбрують за
допомогою такого методу: двi кiнцевi мiри (плитки 2 i 3), одна
iз яких є еталонною, притискають до пробного скла або стальної
плити (4) i прикривають iншим пробним склом (або кварцевою
плостиною) (1) (рис. 8.4, б ). Як правило, верхня пластинка опи-
рається на кожну iз пластинок тiльки в однiй точцi. Тодi мiж
поверхнею пластинки i поверхнями кiнцевих мiр утвориться повi-
тряний клин, на якому при монохроматичному освiтленнi утворю-
ються смуги однакової товщини. Знаючи вiдстань L мiж ребрами
плиток, на якi опирається пластинка, число iнтерференцiйних ма-
ксимумiв на одиницi довжини N0, довжину хвилi λ, можна знайти
рiзницю довжин кiнцевих мiр за тангенсом кута α клина:

tg α =
∆t

L
=

λ/2
1/N0

; ∆t = L
N0λ

2
=

Nλ

2
,

де N — кiлькiсть iнтерференцiйних смуг на вiдстанi L.
Для калiбрування еталонної кiнцевої мiри iснує чимало рiзних

методiв з використанням iнтерферометрiв (Майкельсона, Фабрi-
Перо тощо).

Вимiрювання малих змiн довжин. Малi змiни довжини
можна визначити також, користуючись iнтерференцiєю на кли-
ноподiбному шарi рiдини чи газу, який утворюється мiж двома
клиноподiбними або плоскопаралельними поверхнями.
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Вiдомо, що рiзниця ходу в мiсцi утворення свiтлої смуги до-
рiвнює

∆1 = 2t1n− λ

2
= kλ.

Якщо товщину клина змiнювати, змiщуючи одну iз поверхонь па-
ралельно самiй собi, то спостерiгатимемо змiщення свiтлої смуги
в бiк ребра клина. Коли рiзниця ходу набуде значення (k+1)λ за-
мiсть kλ, в розглядуваному мiсцi знову розмiститься свiтла смуга.
Це буде мати мiсце при виконаннi умови

∆2 = 2t2n− λ

2
= kλ.

Iз останнiх двох рiвностей випливає, що при змiщеннi iнтерфе-
ренцiйної картини на одну смугу, товщина клина в даному мiсцi
змiнилась на величину

∆t = t2 − t1 =
λ

2n
.

При змiщеннi iнтерференцiйної картини на N смуг, змiна товщини
буде рiвною:

tN+1 − t1 = N
λ

2n
,

де n — показник заломлення середовища клина. Оскiльки довжи-
на хвилi λ є величина порядку 5 · 10−5 см, то за таким методом
можна вимiряти змiну довжини порядку 10−5 см. Зазначений ме-
тод використовується, наприклад, для точного вимiрювання кое-
фiцiєнта теплового розширення тiл. Для цього застосовують при-
лад, який називають iнтерференцiйним дилатометром (рис. 8.5).
Прилад складається з кiльця плавленого кварцу КК′ (його тер-
мiчнi властивостi добре вiдомi), на якому лежить еталонна пло-
скопаралельна пластинка АВ. В серединi кiльця вмiщується до-
слiджуване тiло R, нижня i верхня поверхнi якого добре вiдполi-
рованi. Мiж поверхнями пластинки AB i тiла R утворюється кли-
ноподiбний повiтряний прошарок. При освiтленнi приладу зверху
спостерiгаються смуги однакової товщини.

При нагрiваннi приладу внаслiдок вiдмiнностi в коефiцiєнтах
розширення тiла R i кiльця КК′ товщина повiтряного клина змi-
нюється, завдяки чому вiдбувається змiщення iнтерференцiйних
смуг. Вимiрявши величину змiщення, можна визначити змiну роз-
мiрiв тiла i, значить, вирахувати коефiцiєнт його теплового роз-
ширення.
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Рисунок 8.5

Iнтерференцiйний метод використовується також для вимiрю-
вання малих довжин, викликаних рiзними iншими причинами: ме-
ханiчними розтягами, згинами тощо.

8.4 Явище дифракцiї
Одним iз основних законiв геометричної оптики є закон прямо-
лiнiйного поширення свiтла в однорiдному середовищi. Перекон-
ливим пiдтвердженням прямолiнiйностi поширення свiтла може
служити утворення тiнi позаду непрозорої перешкоди, яка знахо-
диться на шляху поширення свiтла. Прямолiнiйнiсть поширення
свiтла легко пояснювала корпускулярна теорiя Ньютона.

Однак, досвiд свiдчить, що прямолiнiйнiсть поширення свiтла
не є унiверсальним законом. Вiн порушується при проходженнi
свiтла через достатньо вузькi щiлини i отвори, а також при освi-
тленнi невеликих непрозорих перешкод.

З принципiв геометричної оптики випливає, що чим менший
отвiр дiафрагми, тим менша буде свiтла смуга на екранi. Здава-
лося б, що якщо отвiр зменшувати до мiзерно малого, то можна
в такий спосiб отримати як завгодно малу свiтлу смугу на екра-
нi. Проте досвiд дає протилежний результат: починаючи з певної
величини отвору, подальше його зменшення викликає не зменше-
ння свiтлої смуги на екранi, а її збiльшення (рис. 8.6). При цьо-
му смуга втрачає свою рiзкiсть, стає розпливчастою i освiтленою
нерiвномiрно, на нiй виникають свiтлi i темнi кiльця, якi запов-
нюють область А′В′. Описане явище називають д ифр ак ц i єю
свiтла. Воно полягає у вiдхиленнi свiтлових хвиль вiд прямолi-
нiйного поширення.Явище дифракцiї властиве будь-яким хвилям,
незалежно вiд їх природи.

Прихильники корпускулярної теорiї свiтла пробували поясни-
ти вiдхилення свiтлових променiв вiд прямолiнiйностi тим, що ча-
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Рисунок 8.6

стинки свiтла притягаються краями екрана. Однак Френель, один
iз творцiв хвильової теорiї свiтла, експериментально спростував
таку спробу.

8.5 Принцип Гюйгенса-Френеля
Завдання теорiї дифракцiї полягає в тому, щоб за даним розта-
шуванням i формою тiл (i розташуванням джерел свiтла) визна-
чити розподiл електромагнiтного поля у всьому просторi. Точне
i послiдовне розв’язання цiєї складної задачi є можливим тiльки
шляхом розв’язку хвильового рiвняння, яке випливає з рiвнянь
Максвелла, iз вiдповiдними граничними умовами на поверхнi тiл,
залежними ще i вiд оптичних властивостей матерiалу. Це вдає-
ться зробити лише в окремих випадках внаслiдок значних матема-
тичних труднощiв. Для багатьох практичних випадкiв достатнiм
виявляється наближений метод розв’язку задачi про розподiл свi-
тла бiля межi мiж свiтлом i тiнню. Цим методом ми зобов’язанi
Х.Гюйгенсу (1687 р.) та його узагальненням - О.Ж.Френелю (1815
р.) (принцип Гюйгенса-Френеля). Цей метод є застосовним у ви-
падках слабкого вiдхилення вiд геометричної оптики. Тим самим
припускається, по-перше, що усi розмiри є великi порiвняно з дов-
жиною хвилi (це стосується як розмiрiв екранiв або отворiв в них,
так i вiдстаней вiд тiл до точок випромiнювання i спостереження
свiтла); по-друге, розглядаються лише невеликi вiдхилення свiтла
вiд напрямку променiв, якi визначаються геометричною оптикою.

Гюйгенс розглядав процес поширення свiтла як послiдовне
збурення ефiру, в якому воно поширюється. Кожна точка свiтло-
вої поверхнi (хвильового фронту) є, за Гюйгенсом, самостiйним
джерелом випромiнювання елементарних вторинних хвиль, якi
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поширюються iз швидкiстю свiтла. При цьому зворотнi елемен-
тарнi хвилi вважаються вiдсутнiми. Нове положення хвильового
фронту у будь-який наступний момент часу є огинаюча поверх-
ня до таких хвиль (рис. 8.7, а, б ). Перпендикуляри до фронту
вказують напрямки поширення хвилi. З рис. 8.7 видно "меха-
нiзм"огинання свiтловими хвилями перешкод. Дифрагованi про-
менi заходять в область геометричної тiнi. Таким чином, виходя-
чи з принципу Гюйгенса, можна легко пояснити цiлий ряд явищ,

Рисунок 8.7

зокрема, заходження свiтла в область геометричної тiнi, але при
цьому залишається не з’ясованим питання про розподiл енергiї
вздовж хвильового фронту. У принципi Гюйгенса не бралися до
уваги фазовi спiввiдношення мiж вторинними хвилями.

Цей недолiк було усунуто Френелем, який повнiстю прийняв
принцип Гюйгенса i доповнив його таким твердженням: вторин-
нi джерела еквiвалентнi первинному i вони когерентнi. Їхнi фа-
зи визначаються збудженням, яке йде вiд первинного джерела.
Отже, хвилi, що виходять вiд вторинних джерел, iнтерферують.
Сформульований вище принцип Гюйгенса разом з доповненням
Френеля називається п р и нц и п ом Гюй г е н с а–Фр е н е л я. На
його основi можна дiстати розподiл iнтенсивностi i для вiльного
поширення свiтлових хвиль, i при наявностi перешкод на їх шля-
ху.

8.6 Поляризацiя свiтла
Свiтло являє собою електромагнiтнi коливання. Звiдси безпосере-
дньо випливає, що свiтловi хвилi поперечнi.
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Вiдмiннiсть мiж поперечними i поздовжнiми хвилями можна
пояснити на наочному механiчному прикладi (рис. 8.8).

Рисунок 8.8

Бiжучi по вiрьовцi хвилi вiльно проходять через вертикальну
щiлину (рис. 8.8, а). Якщо щiлину повернути на 90◦, то колива-
ння будуть погашенi повнiстю (рис. 8.8, б ). Поздовжнi ж хвилi
в обидвох випадках проходитимуть через щiлину вiльно i нiяких
змiн не зазнаватимуть.

Зрозумiло, що для експериментального виявлення асиметрiї
свiтлових хвиль подiбнi механiчнi щiлини непридатнi.

Електромагнiтнi хвилi, як уже було сказано, поперечнi. Однак,
разом з тим свiтловi хвилi в звичайних умовах не виявляють аси-
метрiї вiдносно напрямку поширення променя. Це зумовлено тим,
що свiтловi хвилi, якi випромiнюються тiлами, являються резуль-
туючими тих окремих хвиль, що випромiнюються його атомами
(елементарними вiбраторами). Оскiльки окремi атоми безперерв-

Рисунок 8.9

но змiнюють свою просторову орiєнтацiю, то змiнюються з ве-
ликою частотою i напрямки коливань вектора E окремих хвиль
свiтлового променя (рис. 8.9).

Вектор E багато мiльярдiв разiв за секунду мiняє напрямок
своїх коливань. Тому в результуючiй хвилi коливання рiзних на-
прямкiв представленi з однаковою ймовiрнiстю. Таке свiтло ви-
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промiнюють полум’я, електричнi дуга i лампа, Сонце та iншi дже-
рела свiтла. Описане свiтло називається природним або неполяри-
зованим. Таким чином, в природному свiтлi коливання вектора
E рiзних напрямкiв швидко i безладно змiнюють одне одного.

a á

Рисунок 8.10

Однак, можна отримати i таке свiтло, в якому вектор E
коливається в одному єдиному напрямку (вектор E лежить в
однiй площинi). Таке свiтло називається п л о с к о або л i н i й н о
п о л я р и з о в а н им. Площина, в якiй коливається свiтловий ве-
ктор (вектор E), називається площиною коливань (рис. 8.10, a).
Площину, перпендикулярну до площини коливань, прийнято на-
зивати п л ощин ою п о л я ри з а ц i ї1 (в силу iсторичних причин).

Свiтло, яке випромiнюється в елементарному актi (елементар-
ним випромiнювачем), завжди лiнiйно поляризоване (рис. 8.10, б ).
Макроскопiчне джерело свiтла, як правило, представляє собою ха-

Рисунок 8.11

отичну сукупнiсть елементарних випромiнювачiв. Тому в окремих
1В останнiй час все частiше площиною поляризацiї називають площину

коливань електричного вектора.
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елементарних актах випромiнюється свiтло з рiзною поляризацi-
єю (з рiзними азимутами лiнiйної поляризацiї). В цiлому i отри-
мується неполяризоване свiтло. Iснує ще i так зване ч а с т к о в о
п о л я р и з о в а н е с в i т л о, у якого коливання свiтлового вектора
E вiдбуваються у всiх можливих напрямках, але якийсь один iз
них переважає над iншими (рис. 8.11).

8.7 Основнi поняття i закони геометричної опти-
ки

Явища iнтерференцiї, дифракцiї i поляризацiї свiтла є проявами
його хвильових властивостей i описуються за допомогою хвильо-
вої теорiї, основою якої є рiвняння Максвелла. Хвильова теорiя
дозволяє розв’язувати задачi, пов’язанi з поширенням свiтла як
в iзотропних, так i в анiзотропних середовищах, враховуючи його
взаємодiю з речовиною. Однак, чимало оптичних явищ, зокре-
ма, дiю оптичних приладiв, утворення зображень в оптичних си-
стемах тощо, можна з достатнiм наближенням розглядати, кори-
стуючись законами геометричної оптики, коли вдається уникну-
ти ускладнень, пов’язаних з розв’язуванням рiвнянь Максвелла
з вiдповiдними крайовими та початковими умовами. Геометри-
чна оптика вивчає явища, в яких виявляється проста властивiсть
прямолiнiйного поширення свiтла в однорiдному iзотропному се-
редовищi.

Основним в геометричнiй оптицi є поняття с в i т л о в о г о п р о-
м е н я. Пiд променем розумiють лiнiю, нормальну до хвильової
поверхнi, вздовж якої переноситься свiтлова енергiя. При пере-
тинi променi не збурюють один одного. Отже, поширення свiтла
в наближеннi геометричної (променевої) оптики вiдбувається
вздовж певних геометричних лiнiй — променiв.

Крiм поняття про свiтловий промiнь, до основних понять опти-
ки вiдносяться поняття свiтної точки та гомоцентричного пучка.

С в i т н а т о ч к а – це джерело свiтла, яке не має розмiрiв.
Свiтна точка i свiтловий промiнь геометричної оптики реально не
iснують, а є зручною математичною моделлю.

Сукупнiсть свiтлових променiв називають свiтловим пучком.
Пучок, променi якого мають одну спiльну точку перетину, нази-
вається г ом о ц е н т р и ч ним п у ч к ом, тобто пучком, що має
спiльний центр. Пучок, променi якого розбiгаються iз спiльного
центра, називають розбiжним гомоцентричним пучком (рис. 8.12,
а); якщо ж променi йдуть в напрямку до центра, то пучок на-
зивається збiжним гомоцентричним пучком (рис. 8.12, б ). Якщо
свiтна точка знаходиться на нескiнченностi, то свiтловий пу-
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Рисунок 8.12

чок буде паралельним (рис. 8.12, в). Пучок, який пiсля проходже-
ння через оптичну систему зберiгає гомоцентричнiсть, назива-
ють стигматичним. Пучок, променi якого пiсля виходу iз опти-
чної системи не перетинаються в однiй точцi, називається асти-
гматичним.

В основi геометричної оптики лежать чотири закони:
Закон прямолiнiйного поширення свiтла. Вiдповiдно до

цього закону в однорiдному прозорому середовищi свiтло поширю-
ється по прямiй лiнiї. Цей закон порушується, коли пучок прохо-
дить через дiафрагму з дуже малим отвором або, якщо на шляху
променя розмiщена невелика перегородка. В цих випадках, вна-
слiдок явища дифракцiї, свiтло заходить в область геометричної
тiнi.

Закон незалежностi поширення свiтлових пучкiв. Суть
цього закону полягає в тому, що, коли в просторi зустрiчаються
два або бiльше свiтлових пучкiв, якi поширюються в рiзних на-
прямках, то вони не впливають один на одного. Якщо декiлька
пучкiв падають на одну i ту ж площадку або сходяться в однiй
точцi, то сумарна дiя цих пучкiв дорiвнює сумi дiй кожного пучка
зокрема. Явище iнтерференцiї при цьому не враховується.

Закон вiдбивання свiтла. Свiтловi променi, зустрiчаючи на
шляху поширення дзеркальнi або гладкi поверхнi, частково або
повнiстю вiдбиваються, пiдкоряючись закону вiдбивання: падаю-
чий, вiдбитий променi i нормаль до поверхнi подiлу в точцi падiн-
ня лежать в однiй площинi. При цьому кут вiдбивання дорiвнює
куту падiння (рис. 8.13, a)

r1 = r. (8.26)

Кут r мiж нормаллю i падаючим променем називають кутом па-
дiння, а кут r1 мiж нормаллю i вiдбитим променем — кутом вiд-
бивання. Падаючий i вiдбитий променi зворотнi. Це означає, що
якщо падаючий промiнь направити по шляху ВО, то вiн вiдiб’є-
ться в напрямку ОА (рис. 8.13, a).
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a á

Рисунок 8.13

Закон заломлення свiтла: падаючий, заломлений променi
i нормаль до поверхнi подiлу в точцi падiння лежать в однiй
площинi. При цьому має мiсце таке спiввiдношення:

sin r

sin k
= n21, (8.27)

де кут k називається кутом заломлення, n21 – стала для даної
пари середовищ величина, яку називають вiдносним показником
заломлення другого середовища вiдносно першого.

Дослiд показує, що коли промiнь пропущений в зворотному
напрямку iз другого середовища пiд кутом k, то вiн вийде в пер-
шому середовищi пiд кутом r (рис. 8.13, a). Для цього випадку
можна записати:

sin k

sin r
= n12 (8.28)

де n12 — вiдносний показник заломлення першого середовища вiд-
носно другого. Iз порiвняння формул (8.27) i (8.28) маємо:

n12 =
1

n21
. (8.29)

Таким чином, величини n12 i n21 є взаємнооберненi.
Коефiцiєнт заломлення речовини по вiдношенню до вакууму

називається абсолютним показником заломлення n даної речови-
ни.

Покажемо, що вiдносний показник заломлення двох середо-
вищ дорiвнює вiдношенню їх абсолютних показникiв.
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Розглянемо хiд променя через двi, щiльно притиснутi одна до
одної, плоскопаралельнi пластинки (рис. 8.13, б ). Нехай на першу
пластинку з вакууму (n0 = 1) падає промiнь свiтла пiд кутом r.
Дослiд показує, що пройшовши обидвi пластинки, промiнь вийде
знову у вакуум пiд кутом k2 = r, тобто паралельно падаючому на
першу пластинку променю.

Застосовуючи послiдовно закон заломлення до всiх трьох меж
подiлу одержимо:

sin r

sin k
= n1;

sin r1

sin k1
= n21;

sin k2

sin r2
= n2, (8.30)

де n1 i n2 — абсолютнi показники заломлення речовини пластинок,
n21 — вiдносний показник заломлення речовини другої пластинки
вiдносно першої. Подiливши третю рiвнiсть на першу, отримаємо:

sin k

sin r

sin k2

sin r2
=

n2

n1
. (8.31)

Враховуючи, що k2 = r, k1 = r2 i k = r1, на основi другого
рiвняння (8.30) отримаємо зв’язок мiж вiдносним i абсолютним
показниками заломлення:

n21 =
n2

n1
. (8.32)

Отже, вiдносний показник заломлення двох речовин дорiвнює
вiдношенню їх абсолютних показникiв заломлення.

Закон заломлення свiтла на межi двох речовин, пiсля цього,
запишеться так:

sin r1

sin k1
=

n2

n1
= n21 (8.33)

або
n1 sin r1 = n2 sin r2. (8.34)

Добуток показника заломлення на синус кута мiж променем
i нормаллю при кожному заломленнi є величина стала i називає-
ться оптичним iнварiантом. В загальному випадку для оптично-
го iнварiанту маємо:

n1 sin r1 = n2 sin r2 = n3 sin r3 = . . . = nk sin rk. (8.35)

Враховуючи, що n = c/v, формулу (8.33) можна записати так:

sin r1

sin k1
=

n2

n1
=

v1

v2
=

λ1

λ2
, (8.36)
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де v1 i v2 – швидкостi поширення свiтла в першому i другому

середовищах вiдповiдно, λ1 =
λ0

n1
i λ1 =

λ0

n1
— довжини хвиль свi-

тла вiдповiдно в першому i другому середовищах, λ0 — довжина
хвилi свiтла у вакуумi. Iз закону заломлення свiтла (8.33) видно,
що при переходi iз середовища з меншим показником заломлен-
ня (оптично менш густого) в середовище з бiльшим показником
заломлення (оптично бiльш густе) (n1 < n2) промiнь, заломлюю-
чись, наближається до нормалi (r > k, рис. 8.13, б ) i навпаки.

Повне внутрiшнє вiдбивання
Розглягнемо проходження свiтлового променя з оптично бiльш

густого середовища в менш оптично густе (n1 > n2). Як уже вище
вiдмiчалось, в цьому випадку заломлений промiнь буде вiддаля-
тися вiд нормалi (r < k) (рис. 8.14, а). Якщо збiльшувати кут
падiння r, то збiльшуватиметься i кут заломлення k (рис. 8.14,
б ) i, врештi, наступить момент, коли кут заломленя стане рiвним
π/2, а sin k = 1 (рис. 8.14, в), тобто заломлений промiнь буде
поширюватись вздовж межi подiлу двох середовищ. Дослiд по-

Рисунок 8.14

казує, що подальше збiльшення кута падiння призведе до того,
що заломлений промiнь зникне (рис. 8.14, г): все падаюче свiтло
буде вiдбиватися. Це явище називається п о в н им в н у т р iшн i м
в i д б и в а н н ям. Кут падiння r, якому вiдповiдає k = π/2, на-
зивають граничним кутом rгр повного внутрiшнього вiдбивання.
Значення rгр визначається за формулою:

sin rгр =
n2

n1
. (8.37)

Це рiвняння може бути задоволене дiйсними значеннями кута
rгр тiльки при переходi свiтла iз оптично бiльш густого середови-
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ща в оптично менш густе (n1 > n2) i нi в якому разi не навпаки.
Зауважимо, що iз зростанням кута падiння (рис. 8.14) iнтенсив-
нiсть заломленого променя зменшується, а вiдбитого зростає аж
до повного зникнення заломленого променя (при r > rгр).

8.8 Запитання для самоконтролю
1 Запишiть рiвняння Максвелла.

2 З якою швидкiстю поширюються електромагнiтнi хвилi?

3 Електромагнiтнi хвилi повздовжнi чи поперечнi? Як напрям-
ленi вектори напруженостi електричного та магнiтного полiв
електромагнiтної хвилi?

4 Якi коливання називають когерентними?

5 В чому полягає явище iнтерференцiї?

6 Наведiть приклади застосування iнтерференцiї.

7 В чому полягає явище дифракцiї?

8 Сформулюйте принцип Гюйгенса-Френеля.

9 Яке свiтло називають лiнiйно поляризованим?

10 Сформулюйте закон вiдбивання свiтла та закон заломлення
свiтла.

11 Пояснiть явище повного внутрiшнього вiдбивання.

Приклад 1. Довести, що свiтлова хвиля, яка задається рiвнянням
E = A cos

[
ω

(
t− x

c

)]
є немонохроматичною, якщо A — величина змiн-

на i змiнюється за законом A = a
(
1 + cos

[
ω0

(
t− x

c

)])
.

При врахуваннi значення A рiвняння хвилi набуде такого вигляду:

E = a
(
1 + cos

[
ω0

(
t− x

c

)])
cos

[
ω

(
t− x

c

)]
.

Пiсля елементарних перетворень отримаємо:

E = a cos
[
ω

(
t− x

c

)]
+

a

2
cos

[
ω0

(
t− x

c

)]
cos

[
ω

(
t− x

c

)]
=

= a cos
[
ω

(
t− x

c

)]
+

a

2
cos

[
(ω + ω0)

(
t− x

c

)]
cos

[
(ω − ω0)

(
t− x

c

)]
.
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З формули видно, що задана свiтлова хвиля є сукупнiстю трьох
монохроматичних хвиль з амплiтудами a,

a

2
,

a

2
i частотами ω, ω + ω0 i

ω − ω0.

Приклад 2. Вiдстань мiж точковими джерелами 2t = λ/2, а хвилi,
якi випромiнюються ними, мають рiзницю фаз δ0 = π i кожна зокрема
дають iнтенсивнiсть I0. Знайти розподiл iнтенсивностi в iнтерференцiй-
нiй картинi на екранi.

S
1

S
2

2t

D

O

C

E

L
D

q

l

Рисунок 8.15

Результуюча iнтенсивнiсть при додаваннi двох монохроматичних
хвиль визначається за формулою (8.17):

I = 2I0(1 + cos δ), (8.38)
де I0 — початкова iнтенсивнiсть кожної хвилi зокрема, δ — рiзниця фаз
хвиль в момент додавання (наприклад в точцi С, рис. 8.15). Для даного

випадку рiзниця фаз дорiвнює δ =
2π

λ
∆ + π, де ∆ = S2D — рiзниця

ходу, з рис. 8.15 маємо: ∆ = 2tl/L або ∆ =
λ

2
sin θ, де 2t = λ/2 —

вiдстань мiж джерелами, а sin θ ≈ l/L. Тодi

δ =
2π

λ

λ

2
sin θ + π = π sin θ + π. (8.39)

При врахуваннi (8.39) формула (8.38) набуде вигляду

I = 2I0 [1 + cos(π sin θ + π)] .

Оскiльки cos(π sin θ + π) = − cos(π sin θ), то отримаємо:

I = 2I0 [1− cos(π sin θ)] .

Беручи до уваги, що 1− cos(π sin θ) = 2 sin2
(π

2
sin θ

)
, отримаємо оста-

точний вираз розподiлу iнтенсивностi в iнтерференцiйнiй картинi на
екранi

I = 4I0 sin2
(π

2
sin θ

)
.
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Роздiл 9
Фiзичнi основи голографiї. Оптичнi квантовi
генератори (лазери)
Голографiя i когерентна оптика; голографування плоскої i сфе-
ричної хвиль; властивостi голограм; об’ємнi голограми; засто-
сування голограм; оптоволоконнi лiнiї зв’язку; оптичнi квантовi
генератори (лазери); спонтанне i вимушене випромiнювання, по-
глинання; застосування лазерiв.

9.1 Голографiя i когерентна оптика
Голографiя - це метод запису i наступного вiдтворення структу-
ри свiтлових хвиль, в основi якого лежать явища iнтерференцiї
i дифракцiї когерентних свiтлових пучкiв. Слово голографiя по-
ходить вiд грецьких слiв holos – весь, повний i grapho - пишу, кре-
слю, рисую. В назвi пiдкреслена можливiсть реєстрацiї вичерпної
iнформацiї про хвильове поле на поверхнi приймача свiтла.

Як i звичайна фотографiя, голографiя забезпечує можливiсть
запису, збереження i вiдтворення зорових образiв предметiв. Однак,
в звичайнiй фотографiї реєструється лише розподiл амплiтуди
(точнiше, її квадрата) в двовимiрнiй проекцiї об’єкта на площи-
ну фотознiмка. Тому, розглядаючи фотознiмок пiд рiзними ку-
тами, ми не можемо заглянути за предмети, якi знаходяться на
передньому планi. На вiдмiну вiд фотографiї голографiя дозволяє
записати i вiдновити не двовимiрний розподiл освiтленостi в пло-
щинi знiмка, а розсiянi свiтловi хвилi iз всiма їх характеристика-
ми - напрямком поширення, амплiтудою, фазою, довжиною хви-
лi. Вiдтворенi голограмою свiтловi хвилi створюють повну iлюзiю
реальностi спостережуваних предметiв. Далекi i близькi деталi
предмета(або iншi предмети) видно однаково чiтко. Розглядаючи
голограму пiд рiзними кутами, можна бачити предмети в рiзних
ракурсах, вiдчуваючи його об’ємнiсть i реальнiсть. На голограмi
реєструється не оптичне зображення об’єкта, а iнтерференцiйна
картина, яка виникає при накладаннi свiтлової хвилi, розсiяної
об’єктом, i когерентної з нею опорної хвилi. Ця iнтерференцiйна
картина фiксує iнформацiю про розподiл амплiтуд i фаз в пре-
дметнiй хвилi. Освiтлення голограми вiдтворювальною хвилею,
iдентичною з тiєю, що служила опорною при реєстрацiї, викликає
появу дифрагованих хвиль, одна iз яких являє собою бiльш-менш
точну копiю хвилi, розсiяної предметом. Попадаючи в око спо-
стерiгача, вона створює такi вiдчуття, як i при безпосередньому
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спостереженнi предмета.
Фiзичною основою голографiї є когерентна оптика, тобто вче-

ння про хвилi, їх iнтерференцiю i дифракцiю, яке зародилося ще
в 17 ст. На початку 19 ст. Юнг, Френель i Фраунгофер були цiлком
взмозi сформулювати основнi принципи голографiї. Чимало фiзи-
кiв в другiй половинi 19 i початку 20 ст. пiдходили до принципiв
голографiї достатньо близько (Кiрхгоф, Релей, Аббе, Брегг). В
принципi iдея голографiї була висунута i експериментально пере-
вiрена вiдомим польським фiзиком М. Вольфке (1920 р.). Проте
на роботу Вольфке не звернули уваги i вона була забута. Неза-
лежно вiд Вольфке цю iдею знову запропонував i обгрунтував в
1947 р. англiйський фiзик Д. Габор, якого справедливо вважають
засновником голографiї.

Однак труднощi, пов’язанi з отриманням голограм, затримали
практичне здiйснення голографiї майже на 15 рокiв. Для практи-
чної реалiзацiї голографiї необхiднi джерела свiтла, якi володiють
високим ступенем часової i просторової когерентностi. Тому ши-
роке поширення вона отримала лише пiсля створення лазерiв. В
1963 р. американськi фiзики Е. Лейт i Дж.Ю. Упатнiєкс вперше
отримали лазернi голограми. За рiк до цього (в 1962 р.) вони за-
пропонували "двопроменеву" схему, значно вдосконаливши вихi-
дну схему Габора. Важливим етапом в розвитку голографiї були
роботи Ю.М.Денисюка, який в 1962–1963 рр. запропонував запи-
сувати голограми в тривимiрних середовищах, що дозволяє вiд-
новлювати зображення в бiлому свiтлi. З цього часу голографiя
отримала iнтенсивний розвиток.

Голографування плоскої i сферичної хвиль
Перш за все слiд зауважити, що при освiтленнi (або просвiтлен-

нi) предмета вiд нього поширюється розсiяна (або прохiдна) хви-
ля. Розсiяна хвиля в подальшому зберiгає незалежне iснування i
несе повну iнформацiю про форму та iншi властивостi предмета.
Попадаючи в око або в фотоапарат, ця хвиля утворює на сiткiвцi
або на фотопластинцi зображення предмета. Якщо якимось чи-
ном створити таку ж саму хвилю, то вона може викликати такi ж
вiдчуття, як i розсiяна предметом хвиля. На цьому i грунтується
iдея голографiї.

Голографiчний процес можна подiлити на двi стадiї: а) про-
цес виготовлення голограми, яка являє собою фотопластинку, за
допомогою якої можна вiдтворити свiтлову хвилю, розсiяну пре-
дметом; б) процес вiдтворення цiєї хвилi i отримання зображення.

1. Найбiльш простий випадок для з’ясування принципу голо-
графiї є голографiчний запис i вiдтворення плоскої хвилi. Нехай
свiтлова хвиля 1, вiдбита вiд предмета А (цю хвилю називають
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об’єктною), падає на фотопластинку ФП пiд кутом θ до нормалi
(рис. 9.1, a). За iнтенсивнiстю почорнiння фотопластинки пiсля її
хiмiчної обробки можна судити лише про амплiтуду розсiяної хви-
лi в мiсцях пластинки, яких досягла розсiяна i хвиля. Таким чи-
ном фотопластинка зберiгає iнформацiю про амплiтуду хвильово-
го поля, якої недостатньо для його вiдтворення. Для вiдтворення
хвильового поля потрiбна додаткова iнформацiя про фазу, якою

Рисунок 9.1

фотопластинка не володiє, оскiльки iнтенсивнiсть почорнiння її
залежить тiльки вiд амплiтуди, а не вiд фази хвилi. Необхiдну
iнформацiю про фазу можна отримати i записати її на фотопла-
стинку, якщо фотопластинку освiтити iншою плоскою хвилею, ко-
герентною з хвилею 1. На рис. 9.1, a ця хвиля позначена цифрою
2 i називається опорною або референтною хвилею. В результатi
iнтерференцiї на поверхнi пластинки встановиться стацiонарний
перерозподiл освiтленостi у виглядi системи паралельних свiтлих
i темних смуг, перпендикулярних площинi рис. 9.1, a. Залежнiсть
iнтенсивностi вiд координати визначається формулою

I(x) = I1 + I2 + 2
√

I1I2 cos k ·∆(x), (9.1)

де I1 i I2 — вiдповiдно iнтенсивностi предметної i опорної хвиль,
k = 2π/λ0 — хвильове число, ∆(x) = sin θ — рiзниця ходу мiж
предметною i опорною хвилями (∆ = 0 в точцi x = 0). Iз ана-
лiзу формули (9.1) можна знайти вiдстань мiж сусiднiми свiтли-
ми (темними) смугами, яка рiвна d = 2π/(k sin θ) = λ/ sin θ. При
правильному пiдборi часу експозицiї i вiдповiднiй хiмiчнiй оброб-
цi фотопластинки пропускання свiтла нею буде вiдбуватися за
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тим же законом, що i (9.1). Iншими словами, ми отримаємо на
фотопластинцi (голограмi) дифракцiйну решiтку з синусоїдаль-
ним пропусканням свiтла. Структура зареєстрованих на голо-
грамi iнтерференцiйних смуг мiстить iнформацiю про розподiл
фаз свiтлових коливань в предметнiй хвилi.

За допомогою такої голограми не важко вiдтворити хвилi, якi
iнтерферували, i, зокрема, предметну хвилю. Для цього помiсти-
мо голограму (фотопластинку) в те саме мiсце i в тiй же орiєнта-
цiї, в яких вона експонувалася, i направимо на неї вiдновлюючу
хвилю, iдентичну з опорною хвилею 2, яка використовувалася при
запису (рис. 9.1, б ). Оскiльки голограма являє собою синусоїдаль-
ну дифракцiйну решiтку з перiодом d, то в результатi дифракцiї
справа вiд пластинки (голограми) виникнуть три плоскi хвилi:
одна з них вiдповiдає головному максимуму порядку k = 0 i по-
ширюється вона в напрямку падаючої хвилi, двi iншi – головним
максимумам порядку k = ±1. Напрямок дифрагованої хвилi з
k = 1 визначається умовою d sin θ = λ, але оскiльки d = λ/ sin θ′,
то θ = θ′, а це означає, що ця хвиля поширюється точно в тому
напрямку, що i предметна хвиля (хвиля 1) пiд час утворення iн-
терференцiйної картини (голограми). Попадаючи в око спостерi-
гача при розглядi голограми, вiдновлена хвиля (k = 1) викликає
при вiдсутностi предмета такi ж самi вiдчуття, як i предметна
хвиля при безпосередньому спостереженнi предмета. В цьому ви-
падку виникає уявне зображення предмета. Зауважимо до цього,
що названi вище хвилi k = 0, k = ±1, утворюються тiльки тодi,
коли дифракцiйна решiтка строго синусоїдальна. Очевидно, що в
нашому випадку є деяке (хоч i незначне) вiдхилення вiд синусо-
їдальностi, тому крiм хвиль, вiдмiчених вище, iснують додатковi
хвилi k = ±2, ±3, . . ., хоча вони, як правило, мало iнтенсивнi.
Дифрагована хвиля k = −1 формує ще одне (дiйсне) зображення
об’єкта.

2. Схема дослiду по голографуванню сферичної хвилi зображе-
на на рис. 9.2, a. Сферичнi хвилi випромiнюються точковим дже-
релом S. Опорною хвилею служить когерентна сферичнiй плоска
хвиля, яка нормально падає на фотопластинку. Iнтерференцiя ко-
герентних об’єктної сферичної i опорної плоскої хвиль призводить
до утворення стацiонарної картини у виглядi концентричних кi-
лець на поверхнi фотопластинки. Радiальний розподiл iнтенсив-
ностi в iнтерференцiйнiй картинi, як i у випадку плоскої об’єктної
хвилi, дається формулою (9.1), але рiзниця ходу ∆(x) мiж сфери-
чною об’єктною i плоскою опорною хвилями залежить вiд x за за-
коном ∆(x) = x2/2R (якщо в точцi x = 0 рiзниця ходу ∆ = 0). По-
ложення свiтлих кiлець визначається iз умови ∆(xk) = kλ, звiдки
xk =

√
2Rkλ. Перемiщуючи джерело, можна добитися максималь-
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Рисунок 9.2

ної iнтенсивностi в центрi картини, що еквiвалентно дiї зональної
пластинки з фокусною вiдстанню f = R. Вiдмiннiсть голограми
точкового джерела вiд зональної пластинки полягає тiльки в тому,
що змiна iнтенсивностi (перехiд вiд свiтлих кiлець до темних) на
голограмi вiдбувається за синусоїдальним законом, тобто плавно.

Для вiдтворення отриману голограму необхiдно освiтити пло-
скою хвилею, iдентичною з опорною (рис. 9.2, б ). Оскiльки пропу-
скання свiтла голограмою пiдкоряється синусоїдальному закону,
то як i в попередньому випадку, справа вiд голограми внаслiдок
дифракцiї виникнуть три хвилi: одна з них (плоска) поширюється
в напрямку хвилi, що падає на голограму; друга - збiжна з верши-
ною в точцi S′′; третя розбiжна з вершиною в точцi S′. Вершина
розбiжної дифрагованої хвилi S′ розмiщена на тiй же вiдстанi вiд
голограми, що i джерело S при запису голограми (рис. 9.2, б ),
тобто точку S′ можна розглядати як уявне зображення джере-
ла. Спостерiгач, який знаходиться справа вiд голограми, бачить
через неї в точцi S′ точкове джерело, хоча його там немає. За-
уважимо при цьому, що для спостереження уявного зображення
S′ око спостерiгача повинно розмiщуватися вище або нижче го-
лограми. В противному випадку хвиля, яка проходить прямо або
збiжна хвиля створюють серйознi перешкоди. Для усунення подi-
бних перешкод використовують кутове роздiлення дифрагованої
хвилi i хвилi, яка пройшла через голограму, яке досягається зав-
дяки похилому падiннi опорної хвилi.

Збiжна дифрагована хвиля утворює в точцi S′′ дiйсне зобра-
ження точкового джерела i, якщо в це мiсце помiстити екран,
то на ньому отримаємо дiйсне зображення у виглядi свiтлого ди-
фракцiйного кiльця. Воно формується голограмою без допомоги
будь-яких оптичних приладiв або їх елементiв.

На рис. 9.3 наведена можлива схема запису i вiдтворення го-
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лограми. Попередньо розширений паралельний пучок лазерного
випромiнювання спрямовується на дзеркало Z i об’єкт S. Свiтло-
ва хвиля вiдбита вiд дзеркала (опорний пучок) i свiтлова хвиля
розсiяна об’єктом (об’єктний пучок), є когерентнi, оскiльки во-
ни походять з одного i того ж лазерного пучка (рис. 9.3, a). При
вiдтвореннi прямий пучок, який в утвореннi зображення участi

Рисунок 9.3

не бере, i пучки, якi утворюють уявне S′ i дiйсне S′′ зображен-
ня, виявляються добре роздiленими в просторi, що дозволяє без
будь-яких перешкод спостерiгати уявне зображення.

Властивостi голограми
1. Зображення, якi отримуються методом голографiї, є три-

вимiрнi (звичайна фотографiя - плоска). Уявнi зображення пов-
нiстю вiдтворюють розмiщення реальних предметiв у просторi.
Якщо при розглядуваннi голограми однi предмети закривають iн-
шi, то щоб побачити закритi предмети досить змiстити в бiк око
спостерiгача.

2. Iншою важливою властивiстю голограм с те, що вони мо-
жуть вiдтворювати хвильовий фронт невеликою своєю частиною:
частина голограми дiє, як цiла голограма. Наприклад, для вiд-
творення зображення годиться кожний шматочок розбитої голо-
грами. Для доведення сказаного закриємо дiафрагмою частину
голограми (рис. 9.4). Iз рисунка видно, що вiдкрита частина го-
лограми, як i ранiше, утворює i уявне S′ i дiйсне S′′ зображення
неiснуючого об’єкта. Iз зменшенням розмiрiв голограми зменшує-
ться чiткiсть зображення i вiдчуття об’ємностi, оскiльки зменшу-
ється величина свiтлового потоку, що проходить через гологра-
му. Властивiсть голограми вiдтворювати зображення окремою її
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Рисунок 9.4

дiлянкою повязана з тим, що при експонуваннi, як правило, всi
частини фотопластинки зазнають дiю свiтла, розсiяного всiма то-
чками об’єкта. Тому в кожнiй точцi голограми зберiгається в за-
кодованiй формi зображення всього предмета, тобто iнформацiя,
яка реєструється голограмою, рiвномiрно розподiляється по всiй
площi голограми.

3. Голографiчний запис iнформацiї вiдрiзняється виключно ви-
сокою густиною. Для прикладу можна сказати, що на пластинцi
площею в декiлька квадратних сантиметрiв можна записати змiст
великої книги. Крiм того, голографiчний запис володiє високою на-
дiйнiстю, тобто слабкою чутливiстю до перешкод, таких, як по-
рошинки, подряпини, дрiбнi дефекти реєструючого середовища.

4. Голографiчний метод дозволяє на однiй фотопластинцi по-
слiдовно реєструвати декiлька зображень, причому кожне iз них
можна вiдтворити без перешкод з боку iнших зображень. Можна,
наприклад, записати на одному i тому ж мiсцi пластинки рiзнi зо-
браження, голографуючи кожного разу тiльки один предмет. Щоб
при вiдтвореннi зображення не накладалися одне на iнше, необ-
хiдно при голографуваннi об’єкти розмiщувати в рiзних мiсцях,
або помiщаючи об’єкти в одне i те ж мiсце, змiнювати напрямок
опорного пучка.

5. Рiвномiрний розподiл по голограмi свiтла, розсiяного об’є-
ктом (голограма виглядає, як засвiчена фотопластинка), не ви-
кликає локальних переекспозицiй реєструючого матерiалу, як це
має мiсце у звичайнiй фотографiї при наявностi в об’єктi вели-
ких перепадiв яскравостi. В результатi голографiчне зображення
може передавати iнтервали яскравостей в об’єктi на 2-3 порядки
бiльшi, нiж, наприклад, фотографiя.

6. Голограма має здатнiсть компенсувати спотворення, якi
можуть виникати при голографуваннi об’єктiв. Наприклад, го-
лограма не чутлива до турбулентностi атмосфери, якщо об’єктний
i опорний пучки проходять через одну i ту ж неоднорiднiсть. Вве-
дення цiлеспрямованих спотворень в один iз пучкiв дає широкi
можливостi для здiйснення кодуючих операцiй.
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7. При вiдтвореннi зображення предмета завжди отримує-
ться позитивним. Навiть якщо контактним способом фотодруку
отримати голограму, обернену у вiдношеннi до первiсної (темнi
дiлянки стають прозорими, а прозорi - темними), то при просвi-
чуваннi буде вiдтворене те ж саме позитивне зображення предме-
та. У випадку зональної пластинки це очевидно: дiя її однако-
ва як при парних, так i при непарних вiдкритих зонах Френеля.
Ця парадоксальна, на перший погляд, властивiсть голограми по-
яснюється тим, що на фотопластинцi зафiксовано змiну контра-
сту iнтерференцiйних смуг i вiдстаней мiж ними, а цi фактори не
змiнюються при "оберненнi" голограми.

8. Голографiя - це унiверсальний метод, вiн може бути викори-
станий для запису будь-яких хвильових процесiв незалежно вiд їх
природи: чи то електромагнiтнi коливання будь-якого дiапазону,
чи, наприклад, акустичнi хвилi. Щоправда, в оптичному дiапазо-
нi голографiя має найбiльше число практичних застосувань, хоча
важливi результати були отриманi в радiотехнiцi i в акустицi.

9. Можна отримувати кольоровi зображення на чорно-бiлiй
фотопластинцi, освiтлюючи предмет трьома джерелами свiтла з
рiзними довжинами хвиль, якi пiдбирають так, щоб найбiльш пов-
но передати колiр предмета. Опорний пучок формується тими ж
самими джерелами, якi разом з розсiяними предметом хвилями
створюють єдину голограму. Для вiдтворення зображення таку
"трикомпонентну голограму", розмiщену в те ж мiсце, яке вона
займала при експонуваннi, одночасно освiтлюють трьома свiтло-
вими пучками, тотожними з опорними. При цьому кожний iз цих
пучкiв створює три уявнi i три дiйснi зображення. Уявнi зображе-
ння всiх кольорiв просторово спiвпадають один з одним i дають
кольорове зображення об’єкта. Дiйснi (рiзних кольорiв) зображе-
ння розмiщуються в рiзних мiсцях i не спiвпадають з основним
зображенням.

10. Голограми подiляють на амплiтуднi i фазовi. Голограми
розглянутi вище вiдносяться до амплiтудних. Амплiтуднi гологра-
ми здiйснюють переважно амплiтудну модуляцiю хвилi, що вiд-
творюється. Вона дiє як амплiтудна дифракцiйна решiтка. Амплi-
туднi голограми отримують шляхом добору експозицiї i процесу
проявлення фотопластинок. На такiй голограмi розподiл коефi-
цiєнта поглинання вiдповiдає розподiлу iнтенсивностi падаючого
свiтла.

Фазовою голограмою називають голограму, в якiй iнтерферен-
цiйне мереживо зафiксовано не в змiнах пропускання, а в змi-
нах показника заломлення (оптичної товщини) реєструючого ша-
ру. Це досягається шляхом вiдбiлюваня уже проявленої i вiдфi-
ксованої фотопластинки в спецiальному розчинi. Пластинка стає
прозорою, i тiльки змiни показника заломлення несуть записану
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на нiй iнформацiю. Така голограма призводить до просторової
фазової модуляцiї вiдновлюючої хвилi, внаслiдок чого виникають
дифрагованi хвилi. Вони створюють, як i у випадку амплiтудної
хвилi, уявне i дiйсне зображення предмета.

Об’ємнi (тривимiрнi) голограми
Голограми, розглянутi вище, називають двовимiрними. Тут за-

стосовувалися фотопластинки, товщина свiтлочутливого шару яких
набагато менша просторового перiоду iнтерференцiйної картини,
що реєструється на них. Отримана на такiй фотопластинцi голо-
грама являє собою нiби двовимiрну дифракцiйну решiтку. Якщо
товщина свiтлочутливого шару реєструючого середовища iстотно
перевищує просторовий перiод iнтерференцiйної картини, то ка-
жуть про об’ємну (тривимiрну) голограму.

Метод отримання об’ємних голограм був запропонованийЮ.М.
Денисюком (1962 р.) на фотопластинках з товстошаровою фотое-
мульсiєю. Товщина фотоемульсiйного шару становить 15-20мкм,
тобто близько 30 довжин хвиль зеленого свiтла. В методi Дени-
сюка вдало поєднуються принципи голографiї i кольорової фото-
графiї Лiппмана. Схему одержання об’ємних голограм наведено
на рис. 9.5, a. Фотопластинка настiльки прозора, що майже вiль-
но пропускає свiтло, яким освiтлюється об’єкт. Розсiянi об’єктом
хвилi поширюються назустрiч опорнiй хвилi, утворюючи у фото-
чутливому шарi (ФЕ) iнтерференцiйну картину – стоячi хвилi.

a á

Рисунок 9.5

Проявлена i вiдфiксована фотопластинка i буде об’ємною голо-
грамою Денисюка. Вона складається iз десятка поверхневих голо-
грам, якими є напiвпрозорi вiдбиваючi шари, розмiщенi у свiтло-
чутливому шарi фотоемульсiї. При просвiтленнi отриманої голо-
грами лазерним випромiнюванням таким же, як i випромiнювання
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опорного пучка, вiдтворюється тiльки одне уявне (основне) зобра-
ження (рис. 9.5, б ). Важливою особливiстю методу Денисюка є
те, що в якостi просвiчуючого випромiнювання можна використо-
вувати i розбiжний пучок бiлого свiтла. При цьому також утво-
рюється тiльки одне уявне зображення (рис. 9.6, a). Причиною
цього є те, що при багатопроменевiй iнтерференцiї, яка виникає
при освiтленнi голограми бiлим свiтлом, пiдсилення вiдбувається
тiльки тих хвиль, довжина яких рiвна довжинi хвилi опорного
пучка, i тiльки в тих напрямках, в яких рiзниця фаз мiж хви-
лями вiд сусiднiх шарiв срiбла дорiвнює 2π. Хвилi, якi б мали
дати iншi зображення, гасяться внаслiдок iнтерференцiї або про-
ходять через голограму i не беруть участi в утвореннi зображення.
Спостережуване зображення є того ж кольору, що i колiр опор-
ного лазерного випромiнювання. Однак, колiр зображення може
iстотно змiнюватися iз-за усадки фотоемульсiї в процесi хiмiчної
обробки фотопластинки, що є причиною змiни просторового пе-
рiоду тривимiрної iнтерференцiйної структури, яка мiститься на
фотопластинцi.

a á

Рисунок 9.6

Якщо освiтити голограму iз зворотного боку (рис. 9.6, б ), то
основне зображення буде вiдсутнiм, але утвориться додаткове, яке
є дзеркальним зображенням у вiдношеннi до предмета.

Метод Денисюка дозволяє отримувати зображення предметiв
в натуральних кольорах. Для цього на однiй i тiй же фотопластин-
цi необхiдно отримати голограму предмета, освiтивши його випро-
мiнюванням, яке має в своєму спектрi три монохроматичнi лiнiї
(червону, зелену i синю), якi разом викликають вiдчуття бiлого
свiтла. Така голограма дiє, як три голограми, що дають при освi-
тленнi її бiлим свiтлом сумiщенi зображення в трьох спектральних
кольорах. Такi зображення сприймаються оком як одне об’ємне
зображення в натуральних кольорах.
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9.2 Застосування голографiї
1. Нинi високого розвитку досягла так звана образотворча голо-
графiя. Образотворчi голограми вiдтворюють об’ємнi зображення
рiзних предметiв: творiв мистецтва, iсторичних i архiтектурних
пам’ятникiв, цiнних археологiчних знахiдок тощо. Голограми ши-
роко використовуються в музеях, на виставках, в рекламнiй спра-
вi, навчальному процесi.

Перспективним є застосування голографiї в кiно i телебачен-
нi. На шляху розв’язання цiєї проблеми зустрiлися серйознi те-
хнiчнi труднощi: створення iмпульсних лазерiв червоного, синьо-
го i зеленого випромiнювань з енергiєю в кiлька джоулiв i висо-
ким ступенем когерентностi; створення голографiчних кiноплiвок
для зйомки i тиражування фiльмiв; створення спецiальних голо-
графiчних екранiв тощо. Однак, експериментально було доведено
можливiсть створення тривимiрного кольорового голографiчного
кiно. В 1976 р. в СРСР був створений двохвилинний експеримен-
тальний кольоровий голографiчний фiльм. Ще бiльшi труднощi
виникають при розробцi голографiчного телебачення.

2. Численнi практичнi застосування в наукових дослiдженнях
i технiцi має голографiчна iнтерферометрiя. Iснує чимало рiзно-
манiтних методiв голографiчної iнтерферометрiї, однак в основi
всiх їх лежить принцип порiвняння двох хвильових фронтiв, що
вiдповiдають двом фiзичним станам предмета.

Розглянемо два найбiльш поширенi методи голографiчної iн-
терферометрiї. Перший метод (метод однiєї голограми) грунтує-
ться на iнтерференцiї хвилi, вiдбитої вiд об’єкта. Для реалiзацiї
цього методу спочатку необхiдно отримати голограму об’єкта i пi-
сля хiмiчної її обробки голограму розташувати на тому ж самому
мiсцi, де вона знаходилася при запису. Освiтлюючи її i предмет,
який залишився також на своєму мiсцi, опорною хвилею, ми буде-
мо спостерiгати вiдновлене зображення i реальний об’єкт. Хвиля,
яка пройшла через голограму вiд об’єкта i вiдтворена голограмою
хвиля — когерентнi, i вони iнтерферують мiж собою. В результатi
спостерiгач бачитиме зображеня, покрите системою iнтерферен-
цiйних смуг, вигляд i положення яких залежать вiд стану об’єкта.
При цьому безпосередньо можна впливати на об’єкт (деформува-
ти, нагрiвати, змiщувати тощо), що вiдразу вiдiбється на iнтерфе-
ренцiйнiй картинi. Оскiльки iнтерференцiя змiнюється в процесi
впливу на об’єкт, то цей метод часто називають методом гологра-
фiчної iнтерферометрiї в реальному часi.

Таким чином, даний метод голографiчної iнтерферометрiї до-
зволяє за допомогою однiєї голограми об’єкта, отриманої в його
вихiдному станi, отримати iнтерферограми його в багатьох ста-
нах або дослiджувати динамiку змiни об’єкта в реальному часi.
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Незручнiстю є те, що голограму необхiдно розташовувати точно
в тому мiсцi, в якому вона була пiд час експозицiї. Перевагою йо-
го є можливiсть порiвнювати даний стан об’єкта з якимось iншим
станом.

На рис. 9.7 наведена серiя iнтерферограм теплових потокiв при
iмпульсному нагрiвi розмiщеного у водi опору, отриманих методом
голографiчної iнтерферометрiї в реальному часi.

Простiшим є метод двох експозицiй, який застосовується то-
дi, коли потрiбно визначити вiдмiннiсть мiж двома станами об’-
єкта. На одну i ту ж фотопластинку записується спочатку голо-
грама одного стану об’єкта, а потiм пiсля впливу на нього, напри-
клад, теплових деформацiй – голограма другого стану. При про-
свiчуваннi цiєї двiчi експонованої голограми опорним пучком свi-
тла спостерiгатиметься система iнтерференцiї вiдновлених хвиль.
Якщо зображення, що виникають у вiдновлених пучках, не дуже
сильно вiдрiзняються одне вiд одного (як за формою, так i за роз-
мiщенням), система iнтерференцiйних смуг, яка покриває зобра-
ження, може дати iнформацiю про величину змiн, що вiдбулися з
об’єктом.

Рисунок 9.7

Приклад iнтерферограми, отриманої методом двох експозицiй
при контролю якостi автомобiльних шин по деформацiї їх поверх-
нi при невеликiй змiнi тиску, наведений на рис. 9.8, а.

За допомогою методу двох експозицiй вивчалися, наприклад,
деформацiї цилiндричних i турбiнних лопаток, а також змiни по-
казника заломлення прозорих рiдин i твердих тiл в залежностi
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вiд впливу на них зовнiшнiх факторiв (механiчних напруг, темпе-
ратури тощо). Останнє iлюструється голограмою навантаження
кiльця iз епоксидної смоли (рис. 9.8, б ).

Перевагою даного методу є те, що iнтерференцiйне поле ста-
цiонарне i його можна аналiзувати коли завгодно.

Рисунок 9.8

Голограму двох експозицiй доцiльно застосовувати при вивчен-
нi динамiчних процесiв.

Метод голографiчної iнтерферометрiї застосовується для до-
слiдження вiбрацiй, деформацiй предметiв, поступального i обер-
тального їх рухiв, для контролю якостi поверхонь оптичних дета-
лей тощо. Висока точнiсть вимiрювання такого методу дозволяє
вимiрювати змiни розмiрiв порядку десятих часток мiкрометра.

3. Одним iз перспективних напрямкiв застосування гологра-
фiї є обробка i передача iнформацiї. Сучасна обробка i переда-
ча iнформацiї здiйснюється в основному за допомогою керованих
систем змiнних електричних i магнiтних полiв електронних пу-
чкiв. Нинi вiдбувається швидкий розвиток оптотронiки i опто-
електронiки, якi розвязують завдання обробки i передачi iнфор-
мацiї за допомогою керованих свiтлових (оптотронiка) або суку-
пностi свiтлових i електронних (оптоелектронiка) потокiв.

На основi голографiї створюються рiзного роду оптичнi пере-
творювачi, аналогiчнi електронним (оптичний аналог електрон-
ного транзистора, системи оперативної пам’ятi, логiчнi елементи
ЕВМ iз швидкiстю до 10−12 с тощо).

Швидкiсть передачi iнформацiї на свiтлових сигналах є ма-
ксимально можливою в природi швидкiстю, i, зрозумiло, що вона
перевищує швидкiсть передачi iнформацiї за допомогою електрон-
них пучкiв. Дуже важливим є i те, що для оптичних пристроїв не
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iснує проблеми контактiв, що є дуже актуальним для електрон-
них приладiв.

Перспективним є використання голографiї для керування ла-
зерними пучками, якi викорстовуються для здiйснення керовано-
го термоядерного синтезу, а також для багатьох iнших технологi-
чних процесiв (лазерна обробка матерiалiв тощо).

9.3 Оптоволоконнi лiнiї зв’язку
Свiтловi провiдники та їх застосування. Явище повного вну-
трiшнього вiдбивання (яке ми обговорювали у попередньому роз-
дiлi) використовується в оптичних схемах, зокрема воно лежить
в основi принципу дiї призм повного вiдбивання. На рис. 9.9, a
зображена призма повного внутрiшнього вiдбивання, яка дозво-
ляє повертати свiтловий пучок на 90◦, а призма, яка зображена
на рис. 9.9, б, дозволяє повернути зображення.

a á

Рисунок 9.9

Повне внутрiшнє вiдбивання використовується в "свiтлопро-
водах". Якщо промiнь не просто попадає на границю двох середо-
вищ, а проходить у цилiндричному свiтловодi (оптоволокнi) мiж
рiвнобiжними (паралельними) стiнками, то при кутi входу бiль-
ше критичного, вiн "назавжди" залишиться у свiтловодi (див.
рис. 9.10).

Переваги оптоволокна. Оптоволоконна технологiя iстотно
видiляється серед iнших способiв передачi iнформацiї рядом пе-
реваг.

Головною перевагою є колосальна пропускна здатнiсть опто-
волоконих лiнiй зв’язку.

Iншими, не менш важливими перевагами оптоволоконих лiнiй
зв’язку є:
— стiйкiсть до електромагнiтних впливiв;
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Рисунок 9.10

— вiдсутнiсть випромiнювання у оптоволоконного кабеля;
— привабливi масово-габаритнi параметри;
— захищенiсть вiд несанкцiонованого доступу.

Таким чином, щоб передавати iнформацiю за допомогою воло-
конно-оптичної лiнiї зв’язку (ВОЛС), вона повинна мати очевидну
структуру i складатися з:
— передавача - джерела свiтлового сигналу;
— приймача - свiтлочутливого елемента;
— середовища поширення - оптоволокна.

Найбiльший iнтерес викликає головний елемент ВОЛС— опти-
чне волокно. Його ми розглянемо бiльш докладно.

Оптичне волокно. Сучасне оптичне волокно складається як
мiнiмум iз двох компонентiв: серцевини (core) i оболонки (clad-
ding) (зображення оптоволоконного кабеля i поперечний перерiз
оптичного волокна наведено на рис. 9.11). Зовнi волокно покри-
вається захисним покриттям. У ВОЛС використовують оптоволо-
коннi кабелi, що складаються з десяткiв i сотень волокон.

Ñåðöåâèíà
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Рисунок 9.11

I серцевина, i оболонка виготовляються з скла чи пластику.
Найбiльш часто (унаслiдок кращих характеристик) використову-
ється оптоволокно типу "скло-скло", коли серцевина й оболонка
виготовляються з особливого кварцового скла. Зрозумiло, що сте-
кло, яке використовується для оболонки, повинно мати менший
показник заломлення, нiж для серцевини. На практицi показник
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заломлення скла регулюється за допомогою легуючих домiшок. В
оптичних волокнах показники заломлення серцевини й оболонки
розрiзняються на 1%.

Розглянемо, як свiтловий сигнал поширюється у свiтоводi. Че-
рез багаторазове вiдбивання луча вiд стiнок свiтовода, свiтловий
iмпульс, пройшовши через оптоволокно, трансформується в се-
рiю мод. Тобто, у кiнцеву точку можуть прийти променi, що ввi-
йшли у свiтовод у той самий момент часу, але пiд рiзними кутами.
Як наслiдок цi променi (моди) проходять рiзнi вiдстанi i "прибу-
вають у пункт призначення" не одночасно. Це явище одержало
назву м iжмод о в о ї д и с п е р с i ї. Чим бiльша довжина оптово-
локна, тим бiльший буде розкид за часом прибуття, тим менша
буде смуга пропускання.

Оптичнi волокна можна подiлити на три види:
1. Багатомодове ступiнчасте волокно (рис. 9.12). У набли-

женнi геометричної оптики точковий випромiнювач бiля одного з
торцiв оптоволокна може бути трансформований у грати синфа-
зних випромiнювачiв, що знаходяться друг вiд друга на вiдстанi,
рiвнiй дiаметру оптоволокна (тут цiлком доречної представляє-
ться аналогiя з калейдоскопом - iграшкою, знайомої з дитинства

Áàãàòîìîäîâå ñòóï í÷àñòå âîëîêíîi
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Рисунок 9.12

практично усiм). Дiаграма спрямованостi кожного з випромiню-
вачiв обмежена кутами повного внутрiшнього вiдбивання, i, у за-
лежностi вiд вiдстанi мiж ними (чи дiаметра оптоволокна), на-
бiг рiзницi фаз мiж випромiнювачами може досягнути тiльки в
одному напрямку (випадок одномодового волокна) чи вiдразу в
декiлькох (багатомодовое волокно). У зазначених напрямках ви-
промiнювання вiд випромiнювачiв будуть додаватися синфазно,
утворюючи хвилi, що поширюються, чи, iнакше кажучи, моди.
Ясно, що для того, щоб досягти iншого торця хвилеводу, рiзним
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модам прийдеться пройти рiзну вiдстань.
В цьому випадку проблема мiжмодової дисперсiї нiяк не розв’я-

зується. Смуга пропускання невелика 20-30МГц-км, але просте
виготовлення кабелю.

2. Багатомодове градiєнтне волокно. За рахунок складно-
го легування оптоволокна можна домогтися плавного зменшення
показника заломлення вiд центра до оболонки волокна. Тодi моди,
хоча i будуть як i ранiше проходити рiзнi шляхи, але робити це за
однаковий час. Смуга пропускання в порiвняннi iз ступiнчастим
волокном помiтно збiльшується, до 100-1000МГц-км.

Показник заломлення градiєнтних волокон має параболiчний
профiль, що одержують, вводячи в однорiдну скляну нитку спецi-
альнi домiшки. У результатi, за iнших рiвних умов, кiлькiсть мод,
що поширюються, зменшується приблизно в два рази в порiвняннi
iз ступiнчастим хвилеводом.

Оптоволоконнi лiнiї зв’язку на багатомодовому волокнi мають
цiкаву властивiсть: смуга пропускання лiнiйно залежить вiд дов-
жини кабелю, тому її вимiрюють не в абсолютних, а в питомих
показниках, звичайно в МГц-км (мегагерц-кiлометр). Так, опто-
волоконний кабель з характеристикою 100МГц-км при довжинi
100 метрiв буде мати смугу пропускання 1ГГц.

3. Одномодове волокно. Ясно, що кiлькiсть мод iстотно за-
лежить вiд дiаметра волокна. Так що, якщо дiаметр волокна ви-
явиться порiвняним з довжиною хвилi, що використовується, то
через волокно буде поширюватися тiльки одна мода (при цьому
дiють закони вже не геометричної, а хвильової оптики).
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Рисунок 9.13

Для довжини хвилi свiтлового сигналу l = 0.85мкм одномодо-
ве волокно має мати дiаметр 8.5мкм.
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Оптоволокно деякого малого дiаметру для однiєї довжини хви-
лi джерела свiтла буде одномодовим, а для другої - багатомодо-
вим.

Для оптоволоконних лiнiй з одномодовим волокном, де мiжмо-
дова дисперсiя вiдсутня, строгої лiнiйної залежностi смуги пропу-
скання вiд довжини лiнiї немає. Смуга пропускання одномодово-
го волокна складає близько 30ТГЦ, що на кiлька порядкiв бiль-
ше, нiж у перших двох видiв, i мало залежить вiд довжини. У
магiстральних лiнiях, внаслiдок обмежень за частотою, внесених
оптичними пiдсилювачами, вона обмежена 3ТГц.

Найбiльш типовi дiаметри серцевини i оболонки:

Дiаметр серцевини, мкм 8 50 62 100
Дiаметр оболонки, мкм 125 125 125 140

9.4 Оптичнi квантовi генератори (лазери)

Оптичнi квантовi генератори (лазери), якi з’явилися на початку
60-х рокiв, отримали широке використання як джерела випромi-
нювання, що працюють в оптичному дiапазонi частот. Термiн "ла-
зер" LASER утворений iз початкових букв англiйського словоспо-
лучення – Light Amplification by Stimulated Emission of Radiation
– "пiдсилення свiтлових коливань за допомогою iндукованого ви-
промiнювання".

Великий прогрес в областi квантової електронiки обумовле-
ний позитивними якостями лазерного випромiнювання, яке воло-
дiє високою часовою i просторовою когерентнiстю, монохромати-
чнiстю i напрямленiстю. Можливiсть ефективного його фокусу-
вання дозволяє отримати надзвичайно велику густину енергiї в
свiтловому пучку. Цi можливостi лазерiв мають iстотне значення
для розвитку, зокрема, таких галузей радiотехнiки, як локацiя,
навiгацiя, зв’язок, телебачення, обчислювальна технiка тощо. Вi-
домо також широке науково-технiчне застосування лазерiв в най-
рiзноманiтнiших галузях.

Спонтанне i вимушене випромiнювання. Поглинання. В
основi роботи лазера лежать три фундаментальних явища, якi
мають мiсце при взаємодiї електромагнiтних хвиль з речовинами:
процеси спонтанного i вимушеного випромiнювання та поглина-
ння.

Спонтанне випромiнювання. Розглянемо атомну систему
з двома енергетичними рiвнями Ei i Ek . Припустимо, що атом
(молекула) речовини знаходиться у початковому станi, який вiд-
повiдає i-му рiвню. Якщо для атома є можливим квантовий пере-
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хiд з i-ого на k-ий рiвень. Отже, атом може видiлити енергiю, що
дорiвнює рiзницi енергiй Ei − Ek. Коли ця енергiя звiльняється
у виглядi електромагнiтної хвилi самовiльно, то цей процес нази-
вають спонтанним (самовiльним) випромiнюванням. При цьому
частота випромiненої хвилi визначається за правилом частот Бо-
ра:

νik =
Ei − Ek

h
, (9.2)

де h — стала Планка. Таким чином, при спонтанному випромiню-
ваннi виникає фотон з енергiєю

hνik = Ei − Ek. (9.3)

Характерною особливiстю спонтанних переходiв є те, що вони
не пов’язанi з впливом яких-небудь зовнiшнiх електромагнiтних
полiв на атомну систему. Причиною спонтанних переходiв є кван-
товi флуктацiї вакууму електромагнiтного поля, природа яких
з’ясовується у квантовiй електродинамiцi. При спонтанному ви-
промiнюваннi окремi атоми випромiнюють незалежно один вiд
одного, i окремi акти випромiнювання не пов’язанi в часi, то-
му поляризацiя i напрямок випромiнювання електромагнiтних
хвиль можуть бути будь-якими. Звiдси випливає висновок - спон-
танне випромiнювання за своїми властивостями є некогерен-
тним, шумовим i ненапрямленим.

Iмовiрнiсть спонтанного випромiнювання можна визначити так.
Припустимо, що в момент часу t на i-му рiвнi знаходиться Ni
атомiв (в одиницi об’єму). Згiдно з постулатами А.Ейнштейна,
середнє число спонтанних переходiв Zik за одиницю часу в оди-

Рисунок 9.14

ницi об’єму з верхнього рiвня Ei на нижнiй рiвень Ek (рис. 9.14,
a) є пропорцiйним числу частинок Ni на вихiдному рiвнi, тобто,

Zсп
ik = AikNi. (9.4)
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Спiввiдношення (9.4) виконується строго, якщо елементарнi
процеси випромiнювання незалежнi, що справедливо для багатьох
випадкiв при нехтуваннi мiжатомною взаємодiєю. Згiдно з (9.4)
коефiцiєнт пропорцiйностi

Aik =
Zсп

ik

Ni
. (9.5)

Отже, Aik визначає середнє число спонтанно випромiнюва-
них за одиницю часу фотонiв частоти νik в розрахунку на одну
збуджену частинку з енергiєю Ei. Тому коефiцiєнт Aik назива-
ють iмовiрнiстю спонтанного випромiнювання або коефiцiєнтом
Ейнштейна для спонтанного випромiнювання. Величину Aik ви-
мiрюють в обернених секундах (c−1). Чисельне значення Aik за-
лежить вiд конкретного переходу.

Акти спонтанного випромiнювання просторово роздiлених ато-
мiв (молекул) мають статистичний характер, а це означає, що мiж
фазами хвиль, випромiнюваних рiзними частинками, немає нiяко-
го закономiрного зв’язку, тобто, як уже вiдмiчалося, с п о н т а н н е
в и п р ом i нюв а н н я є н е к о г е р е н т н им.

Вимушене випромiнювання. Припустимо знову, що атом
в початковому станi знаходиться на верхньому i-ому рiвнi, i на
речовину падає електромагнiтна хвиля з частотою, яка визнача-
ється виразом (9.2). Оскiльки частоти падаючої хвилi i випромi-
нювання, зв’язаного з атомним переходом, рiвнi одна однiй, то
iснує скiнченна iмовiрнiсть того, що падаюча хвиля викличе пе-
рехiд атома з i-ого рiвня на k-ий (i → k) (рис. 9.14, б ).При цьому
рiзниця енергiй Ei − Ek видiляється у виглядi електромагнiтної
хвилi, яка додається до падаючої. Це i є явище в имушен о г о
в и п р ом i нюв а н н я. Його ще називають iндукованим або сти-
мульованим випромiнюванням.

Iснує важлива особливiсть вимушеного випромiнювання: вто-
ринний фотон, який випускається в результатi переходу, нiчим не
вiдрiзняється вiд того фотона, який стимулював цей перехiд. Оби-
два фотони характеризуються однаковими властивостями: при
вимушеному випромiнюваннi частота, напрямок поширення i стан
поляризацiї iндукованого випромiнювання точно спiвпадають з
частотою, напрямком поширення i поляризацiєю зовнiшнього еле-
ктромагнiтного поля, яке викликало це випромiнювання. Обидва
випромiнювання спiвфазнi, тобто фази вимушуючих i випромiне-
них квантiв жорстко зв’язанi. Звiдси випливає, що оскiльки пер-
виннi i вториннi фотони тотожнi, то зрозумiло, що таке випро-
мiнювання набуває властивостей монохроматичностi, когерен-
тностi i напрямленостi.
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У випадку вимушеного випромiнювання число фотонiв Zik, якi
утворюються за одиницю часу ансамблем частинок одиничного
об’єму при переходi з верхнього рiвня Ei на нижнiй рiвень Ek пiд
дiєю зовнiшнього випромiнювання з густиною ρ, пропорцiйне як
Ni, так i ρνik

:
Zвим

ik = Bikρνik
Ni, (9.6)

звiдки

Bik =
1

ρνik

Zвим
ik

Ni
. (9.7)

Тут Bik — коефiцiєнт Ейнштейна для вимушеного випромiню-
вання, який дорiвнює середньому числу випромiнюваних однiєю
частинкою за одиницю часу фотонiв з енергiєю hνik = Ei − Ek,
вiднесеного до густини випромiнювання ρνik

. Зауважимо, що iмо-
вiрнiсть вимушеного випромiнювання залежить не тiльки вiд кон-
кретного переходу, але й вiд густини (iнтенсивностi) падаючого
електромагнiтного випромiнювання.

Поглинання. Припустимо тепер, що атом (молекула) у по-
чатковому станi знаходиться на k-тому рiвнi. Якщо це основний
рiвень, то атом буде залишатися на ньому доти, поки на нього
не подiє якесь зовнiшнє збурення. Нехай на речовину падає еле-
ктромагнiтна хвиля з частотою νik, яка визначається формулою
(9.2). В такому разi iснує скiнченна iмовiрнiсть того, що атом пе-
рейде на верхнiй рiвень з енергiєю Ei (рис. 9.14, в). Рiзниця енер-
гiй Ei − Ek, яка необхiдна для того, щоб атом здiйснив перехiд
k → i, береться iз енергiї падаючої електромагнiтної хвилi. В цьо-
му i полягає суть процесу резонансного поглинання. Iндуковане
(вимушене) випромiнювання виявляється процесом, зворотним
до резонансного поглинання.

Середнє число фотонiв, поглинутих ансамблем частинок за
одиницю часу в одиницi об’єму Zпогл

ki є пропорцiйним заселеностi
початкового (нижнього) рiвня Nk та густинi падаючого випромi-
нювання ρνik

, оскiльки процес поглинання є вимушеним проце-
сом, тобто

Zпогл
ki = Bkiρνik

Nk. (9.8)
Коефiцiєнт пропорцiйностi

Bki =
1

ρνik

Zпогл
ki

Nk
, (9.9)

визначиться числом поглинутих однiєю частинкою за одиницю ча-
су фотонiв з енергiєю hνik = Ei−Ek, вiднесених до густини випро-
мiнювання ρνik

. Bki — коефiцiєнт Ейнштейна для поглинання, а
добуток ρBkiνik

—iмовiрнiсть поглинання за одиницю часу.
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Основнi принципи роботи лазера
Лазерне накачування: створення iнверсної населеностi. Для
прикладу розглянемо сукупнiсть атомiв газу, якi знаходяться в
термодинамiчнiй рiвновазi при кiмнатнiй температурi. Розподiл
електронiв у бiльшостi атомiв вiдповiдає основному стану. Оскiль-
ки завжди iснує теплова енергiя достатня, щоб викликати перехо-
ди на бiльш високi рiвнi, то невелика частина атомiв знаходиться
в збуджених станах. Очевидно, що з пiдвищенням температури
доля атомiв у збуджених станах зростає. Яка частина атомiв зна-
ходиться в тому чи iншому енергетичному станi при заданiй рiвно-
важнiй температурi визначається законом розподiлу Больцмана

Ni

N0
= e−

Ei
kT , (9.10)

де Ni i N0 — середнi числа атомiв у збудженому i основному ста-
нах, Ei i E0 — вiдповiдно енергiя збудженого i основного станiв,
T — абсолютна температура, k = 1.38 ·10−23 Дж/К — стала Боль-
цмана. На рис. 9.15 наведено розподiл Больцмана для населеностi
декiлькох дискретних енергетичних рiвнiв.

E0

E1

E2

E3

E4

E

0 N

N0

N1

N2

N3

N4 N =N exp(-E /kT)i 0 i

Рисунок 9.15

Населенiсть кожного рiвня показана в масштабi вiдносно на-
селеностi основного рiвня. Iз (9.10) можна отримати вiдношення
населеностей двох довiльних енергетичних рiвнiв Ei i Ej :

Nj

Ni
= e−

Ej−Ei
kT = e−

∆Eij
kT . (9.11)
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Таким чином, для певного числа енергетичних рiвнiв, заданої
температури i вiдомого повного числа атомiв можна точно вста-
новити рiвноважне число атомiв, якi знаходяться в будь-якому
енергетичному станi.

Розглянемо два екстремальнi випадки: ∆Eij ¿ kT i ∆Eij À
kT .

Коли ∆Eij ¿ kT (високотемпературний випадок), Ni/Nj ≈ 1
i населенiсть рiвня Ei майже рiвна населеностi рiвня Ej . Якщо
б Ej вiдповiдала енергiї основного рiвня E0, то, як випливає iз
(9.11), атомнi стани з енергiями, вiдрахованими вiд основного ста-
ну i малими в порiвняннi з kT , були б населенi приблизно так, як i
основний стан. При ∆Eij À kT (низькотемпературний випадок)
больцманiвське вiдношення дуже мале i на верхньому енергети-
чному рiвнi не знайдеться практично нi одного атома. Межею мiж
цими двома випадками є ∆Eij = kT , що еквiвалентно рiвностi

hνij = kT. (9.12)

При кiмнатнiй температурi (T = 300К) частота, знайдена за
(9.12) дорiвнює 6 · 1012 Гц. Випромiнювання з цiєю частотою ле-
жить в далекiй iнфрачервонiй дiлянцi спектра (λ = 50мкм). Лег-
ко пiдрахувати, що при кiмнатнiй температурi верхнi енергети-
чнi рiвнi практично не населенi (по сутi, всi атоми знаходяться в
основному енергетичному станi).

Iз (9.11) визначимо температуру

T =
∆Eij

k

1

ln Nj

Ni

. (9.13)

Iз (9.13) видно, що при Nj > Ni, коли бiльшiсть атомiв знаходя-

ться в незбудженому станi, ln
Nj

Ni
> 0 i абсолютна температура

T є додатною. При Nj = Ni, коли населенiсть рiвнiв однаковi,

ln
Nj

Ni
= 0 i абсолютна температура перетворюється в нескiнче-

нiсть. При Nj < Ni, коли бiльшiсть атомiв знаходяться в збудже-

ному станi1, ln
Nj

Ni
< 0 i абсолютна температура є вiд’ємною.

Отже, вiд’ємна абсолютна температура є характеристикою
нерiвноважного стану.

1В цьому випадку кажуть, що середовище iснує в станi з i н в е р с н ою
н а с е л е н i с тю.
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Iз (9.11) видно, що при пiдвищеннi T Nj → Ni, але не може пе-
ревершити його. В умовах термодинамiчної рiвноваги населенiсть
верхнього енергетичного стану нiколи не може бути бiльшою за
населенiсть нижнього енергетичного стану. Як же тодi здiйснює-
ться iнверсна населенiсть в лазерi? Привести середовище в стан
iнверсної населеностi можна за допомогою зовнiшнього джерела
енергiї (освiтлення, бомбардування швидкими частинками тощо).
Збудження або накачування атомiв лазерного середовища вiдбу-
вається так, щоб їх розподiл за рiвнями енергiй iстотно вiдрiзняв-
ся вiд розподiлу при термодинамiчнiй рiвновазi. Як тiльки в сере-
довищi буде досягнута iнверсна населенiсть, стає можливим пiд-
силення свiтла за допомогою вимушеного випромiнювання. Iснує
чимало рiзних способiв накачування сукупностi атомiв, за яких
реалiзується iнверсна населенiсть. Однак перш нiж розглянути
деякi iз цих способiв, з’ясуємо основнi оптичнi схеми функцiону-
вання квантових генераторiв.

В залежностi вiд кiлькостi переходiв, якi призводять в кiнце-
вому результатi до iнверсiї на вiдповiдному (лазерному) переходi,
квантовi системи класифiкують на дво-, три- i чотирирiвневi си-
стеми функцiонування робочих центрiв. Зрозумiло, що кожна з
цих схем є спрощеною моделлю складних процесiв, що вiдбуваю-
ться в лазерних системах.

Дворiвнева схема в лазерах не застосовується i викоривстову-
ється лише при накачуваннi амiачного мазера2. Особливiстю ме-
тоду накачування амiачного мазера є те, що iнверсна населенiсть
в ньому створюється не за допомогою збудження зовнiшнiм дже-
релом енергiї, а шляхом фiзичного вiдокремлення молекул, якi
знаходяться на верхньому енергетичному рiвнi, вiд молекул, що
перебувають на нижньому рiвнi.

Схеми оптичного накачування, в яких iнверсна населенiсть до-
сягається в результатi поглинання, вимагають застосування бiльш
складних процесiв, нiж пряме збудження iз основного стану на
верхнiй рiвень лазерного переходу. В три- i чотирирiвневих схе-
мах, якi застосовуються в лазерах з оптичним накачуванням, обме-
ження, властивi дворiвневiй схемi, долаються в результатi здiй-
снення досить складних (непрямих) переходiв активного середо-
вища з нижнього на верхнiй рiвень. Вперше трирiвневу схему
(рис. 9.16) запропонував Н.Бломберген (1956р). Нехай є кванто-
ва ситема з трьома енергетичними рiвнями E0 < E1 < E2 (E0

— основний енергетичний стан). В станi термодинамiчної рiвно-
ваги (в нормальному станi) розподiл населеностей (кiлькiсть ча-
стинок на кожному iз цих рiвней) пiдкоряється закону Больцмана

2Мазер — скорочена назва пiдсилювача мiкрохвиль за допомогою вимуше-
ного випромiнювання.
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(рис. 9.16, а), згiдно з яким вищий енергетичний рiвень завжди
менш населений, нiж нижчий.

Припустимо далi, що всi можливi переходи (E1 → E0, E2 →
E1, E2 → E0) дозволенi. Якщо таку систему опромiнити електро-
магнiтним полем вiд зовнiшнього допомiжного джерела з часто-

тою ν20 =
E2 − E0

h
, то в результатi поглинання велике число ато-

мiв може перейти з рiвня E0 на самий верхнiй енергетичний рiвень
E2, а звiдти спонтанно перейти на рiвень E1 (рис. 9.16, б ).

При достатньо iнтенсивному накачуваннi значне число атомiв
може перейти iз основного стану на рiвень E1. Коли населенiсть
рiвня E1 перевершить населенiсть основного стану, то виникне
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E2

E

0 N 0 N 0 N

Íàêà÷óâàííÿ
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Рисунок 9.16

iнверсний стан (рис. 9.16, в). При цьому важливо, щоб безвипро-
мiнювальний перехiд E2 → E1 був швидким, тобто час життя
системи на рiвнi E2 повинен бути дуже малим, а рiвень E1 пови-
нен бути метастабiльним (з досить великим часом життя). При
виконаннi цих двох умов, атоми iз основного стану швидко пере-
ходять на рiвень E1 i вiдбувається їх нагромадження на цьому
рiвнi. Швидкий перехiд E2 → E1 завжди гарантує велику рiзни-
цю N0−N2, в результатi цього ефективнiсть поглинання буде весь
час високою.

Квантовi системи, якi можна призвести в стан з iнверсною на-
селенiстю енергетичних рiвнiв i використовувати для iндуковано-
го випромiнювання, називають а к т и в н ими р е ч о в и н ами.

Вибiр того чи iншого варiанту використання переходiв зале-
жить вiд властивостей активної речовини, вiдстаней мiж рiвнями
енергiй та iмовiрностей переходiв мiж вiдповiдними енергетични-
ми рiвнями.
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Для забезпечення режиму генерацiї треба мати в системi зво-
ротний зв’язок, який можна дiстати за допомогою вiдкритих опти-
чних резонаторiв. Iдеальний вiдкритий резонатор оптичного дi-
апазону довжин хвиль являє собою систему вiдбиваючих повер-
хонь, в якiй можуть збуджуватися електромагнiтнi коливання ви-
соких частот. В простiшому випадку це два дзеркала з плоскою,
сферичною або параболiчною поверхнею, вiддаленi одне вiд одно-
го на вiдстань вiд 10−4 м до 5м. Основне призначення вiдкрито-
го резонатора оптичних генераторiв i пiдсилювачiв - створювати
вихiдне когерентне випромiнювання i здiйснювати додатний зво-
ротний зв’язок, за допомогою якого створене iндуковане випромi-
нювання багатократно проходить через активне середовище.

Рисунок 9.17

Процес генерацiї випромiнювання iлюструється рис. 9.17, де
тверда активна речовина зображена у виглядi цилiндра iз строго
паралельними торцями i помiщена в оптичний резонатор, вико-
наний у виглядi вiдбивних шарiв, нанесених на торцевi поверхнi
цилiндра.

До початку процесу накачування переважна бiльшiсть атомiв
активної речовини перебуває в основному станi, що умовно на
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рис. 9.17, а позначено чорними кружечками. Завдяки накачуван-
ню бiльшiсть атомiв переходить у збуджений стан (рис. 9.17, б ).
Якщо частина збуджених атомiв спонтанно переходить в основ-
ний стан i випромiненi фотони мають напрямки, не паралельнi
осi активної речовини, то цi фотони виходять за межi речовини
(рис. 9.17, в) i участi в дальшому процесi не беруть.

Процес iндукованого випромiнювання починається тодi, коли
принаймнi один збуджений атом спонтанно випромiнить фотон,
паралельний осi активної речовини (рис. 9.17, г). Цей фотон при-
мусить iнший атом випромiнити тотожний першому другий фо-
тон i т.д. Процес набуває лавиноподiбного характеру, бо фотони
поширюються вздовж речовини, послiдовно вiдбиваючись вiд її
торцевих поверхонь (рис. 9.17, г, д). Частина утвореного пучка
виходить через напiпрозорий торець у виглядi вузькоспрямовано-
го, потужного, когерентного свiтлового променя (рис. 9.17, е).

Строга паралельнiсть торцевих пластин забезпечує вузьку спря-
мованiсть свiтлового променя, а участь в процесi iндукованих пе-
реходiв великої кiлькостi збуджених частинок (молекул, атомiв)
забезпечує велику потужнiсть випромiнювання, яка зростає iз збiль-
шенням концентрацiї активних частинок.

Оскiльки iндуковане випромiнювання є процесом резонансним,
то воно є високомонохроматичним. Сигнал, який виходить з боку
напiвпрозорої торцевої поверхнi, має майже плоский фронт, тому
вiн є просторово когерентним, а оскiльки сигнал майже монохро-
матичний, то вiн когерентний i в часi.

Нарештi, зауважимо, що яскравiсть квантових генераторiв (ла-
зерiв) становить B = 1011 кд/м2. Для порiвняння вiдмiтимо, що
яскравiсть Сонця на два порядки менша (BS = 109 кд/м2).

Лазери з високовiдбиваючими дзеркалами, завдяки створеним
умовам самозбудження є генераторами свiтла. Цi дзеркала, як
уже вiдмiчалося вище, забезпечують зворотний зв’язок, утворю-
ючи тим самим оптичний генератор, який пiдтримує неперервнi
електромагнiтнi коливання на частотi лазерного переходу. На са-
мому початку виникає пiдсилення на резонанснiй частотi свiтла,
яке виникло внаслiдок спонтанного випромiнювання. Однак пiд-
силення спонтанного випромiнювання буде продовжуватися лише
доти, поки не буде досягнуто деякого стацiонарного рiвня коли-
вань. Вiд цього моменту наростання коливань в резонаторi при-
пиняється, i вся додаткова енергiя, що виникає внаслiдок виму-
шеного випромiнювання, йде на пiдтримання лазерної генерацiї.
Необхiдною умовою, виконанння якої обов’язкове для встановле-
ння коливань, є iнверсiя населеностей на енергетичних рiвнях ла-
зерного переходу. Однак просто вимагати, щоб населенiсть верх-
нього рiвня була бiльшою, нiж нижнього, недостатньо. Необхiдно
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врахувати рiзнi енергетичнi втрати, в тому числi i на лазерне ви-
промiнювання. Щоб компенсувати цi втрати, необхiдний деякий
мiнiмальний або пороговий коефiцiєнт пiдсилення βпор, який за-
безпечує виникнення i пiдтримання лазерної генерацiї. Пороговий
коефiцiєнт пiдсилення визначає необхiдний мiнiмум iнверсної на-
селеностi.

Коефiцiєнт пiдсилення слабкого сигналу, необхiдного для ста-
цiонарної генерацiї лазера, залежить як вiд складу активного се-
редовища, так i вiд конструкцiї лазера i визначається:

βпор = αe +
1

2L
ln

1
R1R2

= αe + α0, (9.14)

де αe — коефiцiєнт дифракцiйних втрат та втрат на поглинання
i розсiяння в середовищi, α0 = 1

2L ln 1
R1R2

— коефiцiєнт для вихi-
дного випромiнювання лазера, L — вiдстань мiж дзеркалами, R1
i R2 — коефiцiєнти вiдбиття дзеркал.

Таким чином, якщо корисний вихiд розглядати як втрати, то
умову стацiонарної генерацiї лазера можна сформулювати так:
пiдсилення повинно дорiвнювати сумi всiх втрат. Очевидно, що
якщо збiльшити потужнiсть накачування так, щоб втрати на про-
цеси генерацiї свiтла перевищували всi iншi негативнi втрати, то
яскравiсть променя, що виходитиме з лазера, збiльшуватиметься.
Однак, пiдсилення свiтла в лазерi безмежно зростати не може. Iз
зростанням пiдсилення зростають i процеси спонтанного випро-
мiнювання атомiв, що перебувають на верхнiх "робочих енерге-
тичних рiвнях"генератора. Це веде до зменшення iнверсiї в на-
селеностi верхнiх енергетичних рiвнiв i зменшення iндукованих
переходiв i як наслiдок - пiдсилення припиняється. Це явище на-
зивають насиченням в оптичному квантовому генераторi.

9.5 Застосування лазерiв

Лазери використовуються надзвичайно широко в науцi (фiзiка,
хiмiя, бiологiя, медицина, електронiка) та технiцi. Таке широке
використання лазерiв є прямим наслiдком специфiчних особливо-
стей i переваг лазерного випромiнювання в порiвняннi з iншими
джерелами енергiї. Нижче наведено коротко перелiк основних зо-
стосувань лазерiв.

Галузi застосування, для яких найбiльш важливi:

• Енергетичнi можливостi лазерiв

- Зварювання
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- Свердлiння отворiв
- Рiзка матерiалiв
- Обробка тонких плiвок
- Випаровування тугоплавких матерiалiв
- Термiчна обробка металiчних i напiвпровiдникових ма-
терiалiв

- Лазерний термоядерний синтез
- Керованi хiмiчнi реакцiї
- Променева передача енергiї
- Роздiлення iзотопiв

• Когерентнi властивостi лазерiв

- Управлiння лазерним променем
- Геодозiя, картографiя, будiвництво
- Голографiя
- Нелiнiйнi оптичнi явища
- Гiрометрiя
- Лазерна спектроскопiя
- имiрювання швидкостей потокiв
- Контроль за забрудненням навколишнього середовища
- Бiологiя, медицина
- Свiтлодалекометрiя, свiтлолокацiя

Наведемо лише декiлька прикладiв iз численних застосувань
лазерiв.

1. В лабораторiї квантової радiофiзики Фiзичного iнституту
РАН iм. П.М.Лебедєва пiд керiвництвом М. Г. Басова створений
кiнескоп — електронно-променева трубка з лазерним екраном для
проекцiйного телебачення. В цьому кiнескопi замiсть екрана з лю-
мiнофором, використовується тонка напiвпровiдникова пластинка
площею ≈ 1см2. Електронний промiнь, що ковзає по цiй пластин-
цi, заставляє її генерувати i випромiнювати свiтло. Величина зо-
браження в цьому випадку залежить вiд розмiрiв застосованого
напiвпровiдника. Якщо вони рiвнi розмiрам кадра кiноплiвки, то
зображення можна спроектувати на екран площею 60 м2. Колiр
зображення залежить вiд природи напiвпровiдника.

2. Гiдним завершенням розвитку експериментальної фiзики
в XX ст. було вiдкриття бозе-конденсату в парах лужних мета-
лiв - нового стану речовини (К.Вiман, Е.Карнел, М.Андерсон,
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Дж.Енмер, М.Метьюс, СIЛА, 1995 р). Бозе-конденсат - це при-
клад когерентного квантового стану, iснування якого ранiше пе-
редбачалося лише в надтекучих i надпровiдних системах. Явище
бозе-ейнштенiвської конденсацiї полягає у можливостi накопиче-
ння частинок з цiлим спiном (бозонiв) на найнижчому енерге-
тичному рiвнi. На основi розвинутих лазерних методiв глибоко-
го охолодження атомiв до наднизьких температур (порядку со-
тень нК(10−9 К)) у поєднаннi з магнiтними уловлювачами вда-
лось отримати бозе-конденсати атомiв лужноземельних металiв i,
нещодавно (1998 р.), атомiв водню, властивостi яких тепер iнтен-
сивно дослiджуються як теоретично, так i експериментально.

9.6 Запитання для самоконтролю
1 Пояснiть процес виготовлення голограми.

2 Пояснiть процес вiдтворення свiтлової хвилi за допомогою
готової голограми.

3 В чому рiзниця мiж голограмою та звичайною фотографi-
єю? Яка iнформацiя зберiгається голограмою (фотографi-
єю)?

4 Опишiть властивостi голограм.

5 Наведiть приклади застосування голограм.

6 Який важлтвий оптичний принцип використовується в свi-
тлових провiдниках?

7 Яке явище називається мiжмодовою дисперсiєю?

8 В чому полягають процеси спонтанного i вимушеного випро-
мiнювання та поглинання?

9 Що називається iнверсною населенiстю?

10 Який змiст має вiд’ємна абсолютна температура?

11 Наведiть приклади застосування лазерiв.
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Приклад 1. Отримана голограма предмета, розташованого на вiд-
станi L = 50 см вiд неї. Яким повинен бути розмiр D фотопластинки,
щоб записати на голограммi деталi розмiром l ≈0,01мм? Довжина хвилi
свiтла λ =0,5мкм.

В голографiчнiй системi, як i в будь-якiй iншiй оптичнiй системi, зо-
браження точкового джерела (свiтного об’єкта) має вигляд дифракцiй-
ної смуги, розмiри i форма якої визначаються кутовою апертурою пучка
свiтла, дифрагуючого на голограмi. Мiнiмальна вiдстань lmin мiж дво-
ма близькими свiтними точками предмета, якi роздiленi на зображеннi,
виражається формулою

lmin =
λ

2 sinu
(9.15)

для випадку похилого падiння променiв. Тут 2u — кут, пiд яким iз мiсця
розмiщення точок предмета видно дiючу частину голограми (рис. 9.18)
(Половина цього кута, тобто кут u носить назву а п е р т у р и). У фор-
мулi (9.15) врахована умова виникнення максимумiв першого порядку
sinu = λ/l, за виконанням якої виникає зображення об’єкта, однак,
якiсть його бажає бути кращою. Чим бiльше sin u в порiвняннi з λ/l,
тим бiльше максимумiв вищих порядкiв беруть участь у створеннi зо-
браження, тобто тим точнiше передається спостережуваний об’єкт.

u L

D

l

Рисунок 9.18

Якщо припустити, що кут u є малий, то sin u ≈ u ≈ R/L, де R
— радiус дiафрагми, L — вiдстань вiд предмета до голограми, i умова
(9.15) набуде вигляду

lmin =
λ

2R
L . (9.16)

Iз (9.16) видно, що якщо вiдстань l мiж свiтними точками менша вiд
lmin (l < lmin), то на голограмi такi точки будуть не роздiленi. Таким
чином умовою роздiлення є:

l ≥ λ

2R
L =

λ

D
L , (9.17)

де D = 2R — дiаметр дiафрагми (фотопластинки). Звiдки

D >
λL

l
= 2,5 см.
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