
Завдання I туру
Всеукраїнської студентської олiмпiади з математики

серед студентiв IФНТУНГ

Задача 1. Задано послiдовнiсть комплексних чисел zn на колi фiксованого радiуса 2025.

Знайти суму
∑2025

n=1 |an|, де an =
∑n

m=1 zm∑n
m=1

1
zm

,

Задача 2. Знайти границю виразу lim
m→∞

lim
n→∞

cos2n(πm!x) та дослiдити вiдповiдну фун-
кцiю на наперервнiсть.

Задача 3. Вiдомо, що f ′(cos2 x) = sin 2x+ ctg2 x. Знайти f(x) для 0 < x < 1.

Задача 4. Обчислити

3 1 0
0 1 0
0 0 3

2025

Задача 5. Нехай ABCA′B′C ′ — трикутна призма i точка D дiлить бiчне ребро C ′C
у заданому вiдношеннi λ, тобто S′D

DC
= λ. У якому вiдношеннi площина, що проходить

через точку D i вершини A i B′ призми дiлить об’єм призми?

Задача 6. Чи iснують функцiї u(x) i v(x), якi не дорiвнюють константi i задовольня-

ють в деякому промiжку умову
(

u(x)
v(x)

)′
= u′(x)

v′(x)
.

Задача 7. Знайти невизначений iнтеграл
∫ (x−1)ex

x2+e2x
dx.

Розв’язки задач iз студентської олiмпiади з математики

Задача 1. Запишемо zn у показниковiй формi: zn = 2025eiφn , де φn ∈ [0, 2π]. Тодi

a1 =
z1
1/z1

=
2025eiφ1

1/2025e−iφ1
= 20252ei2φ2 , тобто |a1| = 20252,

a2 =
z1 + z2

1/z1 + 1/z2
=

2025eiφ1 + 2025eiφ2

1/2025e−iφ1 + 1/2025e−iφ2
= 20252

eiφ1 + eiφ2

e−iφ1 + e−iφ2
=

= 20252
ei(φ1+φ2)(e−iφ1 + e−iφ2)

e−iφ1 + e−iφ2
= 20252ei(φ1+φ2), тобто |a2| = 20252,

a3 =
z1 + z2 + z3

1/z1 + 1/z2 + 1/z3
= 20252

eiφ1 + eiφ2 + eiφ3

e−iφ1 + e−iφ2 + e−iφ3
, тобто |a3| = 20252,

бо у чисельнику та знаменнику комплексно спряженi числа, модулi яких рiвнi мiж собою.
I так далi. Врештi-решт, |an| = 20252. Тодi

∑2025
n=1 |an| = 20253.

Задача 2. lim
m→∞

lim
n→∞

cos2n(πm!x). Фiксуємо x та m. Тодi cos(πm!x) ∈ [−1, 1], тому
cos2(πm!x) ∈ [0, 1]. А, отже, lim

n→∞
cos2n(πm!x) ∈ {0, 1}. Вiдповiдно , lim

m→∞
lim
n→∞

cos2n(πm!x) ∈
{0, 1}. Границя 1 може вийти лише у точках в яких cos(πm!x) = ±1, тобто m!x = k,
де k ∈ Z. Звiдсiля, x = k

m!
, тобто x є рацiональним числом. Зрозумiло, що для кожно-

го рацiонального x = p
q
∈ Q знайдеться m ∈ N (наприклад, m ≥ q) що m!x ∈ Z. Тодi

cos(πm!x) = ±1 для m ≥ q та x = p
q
. Перейшовши до границi, отримаємо, що у рацiональ-

них точках наша границя дорiвнює одиницi. Пiдводячи пiдсумки дослiдження, маємо:

lim
m→∞

lim
n→∞

cos2n(πm!x) =

{
1, x ∈ Q,

0, x ∈ R \Q.



Ця функцiя має розриви першого роду у кожнiй дiйснiй точцi, причому не iснує нi границi
справа, нi злiва, бо будь-яку точку можна наближувати послiдовнiстю рацiональних точок
(тодi границя рiвна 0), так i послiдовнiстю iррацiональних (тодi границя рiвна 1).

Задача 3. Вiдомо, що f ′(cos2 x) = sin 2x+ctg2 x. Знайти f(x) для 0 < x < 1 за умови,
що f(0) = 0. Зрозумiло, що cos2 x ∈ [0, 1]. Введемо формальне позначення t = cos2 x. Тодi
sin 2x = 2 sin x cosx = 2t

√
1− t2, бо sinx =

√
1− cos2 x =

√
1− t2. А ctg2 x = cos2 x

1−cos2 x
= t2

1−t2
.

Отже, f ′(t) = 2t
√
1− t2 + t2

1−t2
.

f(x) =

∫ x

0

(2t
√
1− t2 +

t2

1− t2
)dt = −

∫ x

0

√
1− t2d(1− t2) +

∫ x

0

(−1)dt−
∫ x

0

1

t2 − 1
dt =

= 1− 2

3
(1− x2)3/2 − x− 1

2
ln

1− x

1 + x

Задача 4. 3 1 0
0 1 0
0 0 3

2

=

3 1 0
0 1 0
0 0 3

 ·

3 1 0
0 1 0
0 0 3

 =

32 1 + 3 0
0 1 0
0 0 32

 .

3 1 0
0 1 0
0 0 3

3

=

3 1 0
0 1 0
0 0 3

2

·

3 1 0
0 1 0
0 0 3

 =

32 1 + 3 0
0 1 0
0 0 32

·

3 1 0
0 1 0
0 0 3

2

=

33 1 + 3 + 32 0
0 1 0
0 0 33

2

.

3 1 0
0 1 0
0 0 3

n

=

3n 1 + 3 + 32 + . . .+ 3n−1 0
0 1 0
0 0 3n

 =

3n 3n−1
2

0
0 1 0
0 0 3n

 .

3 1 0
0 1 0
0 0 3

2025

=

32025 32025−1
2

0
0 1 0
0 0 32025

 .

B

B′

A

A′

C

C ′

D

Задача 5. Нехай b — бiчне ребро. Тодi C ′D = λDC, (λ+
1)DC = C ′C = b, тому CD = b

λ+1
. Вiдповiдно, S△CAD =

1
λ+1

S△C′CA = 1
2(λ+1)

SCAA′C′ . Тепер знайдемо об’єми (Vпризми =

V ):

VB′CAD =
1

2(λ+ 1)
· VB′CAA′C′ =

1

2(λ+ 1)
· 2
3
V =

1

3(λ+ 1)
V,

VB′BCA =
V

3
,

VABCDB′ = VB′CAD + VB′BCA =
V

3
(

1

λ+ 1
+ 1) =

V

3
· λ+ 2

λ+ 1
,

VA′B′C′DA = V − VABCDB′ =
2λ+ 1

3(λ+ 1)
V.

Отже, VABCDB′
VA′B′C′DA

= 2λ+1
λ+2

.

Задача 6. Так, iснують. Вiзьмемо u(x) = eg(x), v(x) =
ef(x). Тодi(
u(x)

v(x)

)′

= (eg(x)−f(x))′ = eg(x)−f(x)(g′(x)− f ′(x)) =
u′(x)

v′(x)
=

ef(x)f ′(x)

eg(x)g′(x)
= eg(x)−f(x)f

′(x)

g′(x)
.



Звiдси g′(x) − f ′(x) = f ′(x)
g′(x)

, тобто f ′(x) = (g′(x))2

g′(x)+1
. Вiзьмемо,

наприклад, g(x) = x2. Тодi g′(x) = 2x, f ′(x) = 4x2

2x+1
= 2x+1−

1
2x+1

, f(x) = x2 + x− 1
2
ln(2x+ 1). Вiдповiдно, u(x) = ex

2
, v(x) = ex

2+x
√
2x+ 1.

Задача 7. Беручи до уваги, що (xe−x)′ = e−x−xe−x = (1−x)e−x, отримуємо
∫ (x−1)ex

x2+e2x
dx =∫ (x−1)e−x

1+(xe−x)2
dx = −

∫ d(xe−x)
1+(xe−x)2

= − arctg(xe−x) + C.
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