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УМОВИ 
 

1 Вектори 
   1.1 Є три вектори cba rrr ,, , жодні два з яких неколінеар-
ні. Відомо, що вектор ba

rr
+ колінеарний вектору cr , а век-

тор cb rr
+  колінеарний вектору ar . Знайти довжину вектора 
cba rrr

++ .  
   1.2 Нехай CBA ,,  – довільні точки простору. Довести, 

що існує єдина точка O  така, що 0=++ OCOBOA . 
   1.3 Нехай nAAA ,...,, 21  – вершини правильного n -
кутника, точка O  – його центр. Знайти суму векторів 

nOAOAOA +++ ...21 . 
   1.4 Нехай ABCD  – прямокутник і M  – довільна точка 
простору. Довести: а) MDMBMCMA ⋅=⋅ ; 

                                  б) 
2222

MDMBMCMA +=+ . 
   1.5 Нехай 111 ,, CCBBAA  – бісектриси трикутника 

ABC . Довести, що якщо 0111 =++ CCBBAA , то трикутник 
правильний.  
   1.6 Довести, що для будь-яких векторів cba rrr ,,    спра-
ведлива рівність:    
    ( ) ( ) ( ) ( ) ( )22222223 accbbacbacba rrrrrrrrrrrr

−+−+−+++=++ . 
   1.7 Довести, що вектори ( )( ) bbba

rrrr
××× та ba

rr
×             

колінеарні. 
   1.8 На площині розміщені два кола радіусів 1r  і 2r  з 
центрами 1O  і 2O  відповідно. На першому колі взято точку 

1A , а на другому – 2A  так, що вектори 11 AO  і 22 AO  колі-
неарні і протилежно напрямлені. Яку лінію опише середи-
на відрізка 21AA , якщо точка 1A  пробіжить перше коло? 
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   1.9 Нехай a  і b  – неколінеарні вектори, S  – площа па-

ралелограма, побудованого на них. Довести, що bcS ⋅= , 
де ( ) abac ××= . 
   1.10 Знайти кут між мимобіжними медіанами граней 
правильного тетраедра. 
   1.11 Три різних одиничних компланарних вектори ма-
ють спільний початок в точці, що лежить на прямій L .  
Довести, що якщо кінці всіх векторів знаходяться по один 
бік від L , то модуль їх суми більший від одиниці. 
   1.12 Довести, що сума косинусів двогранних кутів при 
всіх ребрах довільної трикутної піраміди не перевищує  
числа 2. 
   1.13 Точки nAAA ,...,, 21  розбивають коло радіуса R  
на n  рівних дуг; B  − довільна точка цього ж кола. Знайти 
модуль суми векторів nBABABA +++ ...21 . 

   1.14  Три вектори OCOBOA ,,  задовольняють умові    

                         0=×+×+× OAOCOCOBOBOA . 

Довести: а) Вектори OCOBOA ,,  – компланарні;  
                б) Точки CBA ,,  лежать на одній прямій.  
   1.15 Із однієї точки проведені три некомпланарні векто-
ри cba ,, . Довести, що площина, яка проходить через кі-
нці цих векторів, перпендикулярна до вектора 

accbba ×+×+× . 
   1.16 На всіх сторонах опуклого n -кутника nAAA ...21  
зовні побудовано правильні трикутники 

,...,,, 24313221 BAABAABAA n 11 −nn BAA . Довести, що  

                           0...2211

r
=+++ nn BABABA . 
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   1.17 Об’єм тетраедра DABC  дорівнює V . Точки 
, , ,K L M N  такі, що CAAK = , BCCL = , ADDM = , 

CDDN = . Знайти об’єм тетраедра LKNM .  
   1.18 Довжина вектора, який дорівнює сумі даних десяти 
векторів, більша ніж довжина суми будь-яких дев’яти з 
них. Довести, що існує така вісь, що проекція кожного з 
даних десяти векторів на цю вісь додатна.  
   1.19 Вектори 321 ,, aaa rrr  некомпланарні. Довести, що  

вектори ( ) ,3,2,1,
3

1
∑
=

=⋅=
j

jjii iaaab rrrr
 також некомпланарні.  

   1.20 Точки NMLK ,,,  не лежать в одній площині. 
З’ясувати, при яких дійсних значеннях параметра α  існує 
точка O  така, що  

ONOMOLOK α=++ 532 . 
   1.21 Задано трикутник ABC . Вектор CA  повернутий 
навколо точки C  на кут o90+ , а вектор CB  – на кут o90− . 
Отримані вектори позначені через 1СA  і 1CB . Довести, що 
медіана трикутника 11BCA , проведена із вершини C ,      
перпендикулярна до прямої AB .   
   1.22 Нехай ABCD  – будь-який чотирикутник, O  – точка 
перетину відрізків, які з’єднують середини протилежних 
сторін цього чотирикутника. Довести, що  
                              0

r
=+++ ODOCOBOA .    

   1.23 Довести, що для того, щоб діагоналі чотирикутника 
були взаємно перпендикулярними необхідно і достатньо, 
щоб суми квадратів протилежних сторін були рівними. 
   1.24 Довести, що коли сума квадратів сторін чотирикут-
ника дорівнює сумі квадратів його діагоналей, то цей     
чотирикутник є паралелограмом. 
   1.25 Для довільних дійсних чисел 6,5,4,3,2,1, =ixi , 
порівняти числа 
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2

64

31
2

65

32
2

54

21

xx
xx

xx
xx

xx
xx

A ++=   

та   ( )( )2
6

2
5

2
4

2
3

2
2

2
1 xxxxxxB ++++=  

і вияснити, коли BA = . 
   1.26 Для довільних дійсних чисел 6,5,4,3,2,1, =ixi , 

порівняти числа ( )2
635241 xxxxxxA ++=  та                                     

( )( )2
6

2
5

2
4

2
3

2
2

2
1 xxxxxxB ++++=  і вияснити, коли BA = . 

   1.27 Нехай neee r
K

rr ,,, 21  – одиничні вектори зовнішніх  
нормалей до граней опуклого многогранника, площі яких 
відповідно рівні nSSS ,,, 21 K . Довести, що  

                         0...2211

rrrr
=+++ nneSeSeS . 

   1.28 Нехай neee r
K

rr ,,, 21  – одиничні вектори зовнішніх  
нормалей до сторін опуклого многокутника, довжини яких 
відповідно рівні naaa ,,, 21 K . Довести, що  

                           0...2211

rrrr
=+++ nneaeaea . 

   1.29 Нехай O  – центр кола, вписаного в многокутник 
nAAA ...21 . Довести, що  

0sinsinsin 2211

r
K =⋅++⋅+⋅ nn AOAAOAAOA . 

   1.30 Нехай довжини сторін трикутника ABC  – ,BC  
ABAC ,  відповідно рівні cba ,, . Довести, що центр впи-

саного в трикутник кола O  єдина точка, для якої виконана 
рівність 

0
r

=⋅+⋅+⋅ OCcOBbOAa . 
   1.31 Нехай O  – довільна точка всередині трикутника 
ABC . Позначимо площі трикутників OABOACOBC ,,  
через 321 ,, SSS  відповідно. Довести, що  

                             0321

v
=⋅+⋅+⋅ OCSOBSOAS . 
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   1.32 Довести, що для довільних невід’ємних чисел 
cba ,, , таких, що 3=++ cba  виконується нерівність  

( )( ) 912 ≥++++ cbcba . 
   1.33 Довести, що для довільних 0,0,0 ≠≠≠ cba      
виконується нерівність 

( ) ( )2
201220122012

201420142014 111 cba
cba

cba ++≥⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++++ . 

   1.34 Довести, що нерівність  
12350321 <−+−++ aaa  

виконується при всіх значеннях a , при яких визначена її 
ліва частина. 
   1.35 Довести нерівність  
                    444222 cbabcacababc ++≤++ . 
 

2 Визначники, матриці 
   2.1 Дев’ять додатних цифр можна розташувати у виді 
визначника 9! способами. Знайти суму всіх таких визнач-
ників. 
   2.2 Чи можуть усі шість членів у розкладі визначника 
третього порядку бути одночасно додатними? 
   2.3 Обчислити визначник ija=Δ , де jiaij −= ,               

ni ,,2,1 K= , nj ,,2,1 K= . 
   2.4 Обчислити визначник матриці ( )

nnijaA
×

= , де 

( )jiaij ,min= . 

   2.5 Обчислити визначник 

k
knknkn

k
nnn

k
nnn

CCC

CCC

CCC

+++

+++=Δ

...
................

...

...

10

1
1

1
0

1

10

. 
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   2.6 Нехай γβα ,,  – корені рівняння 03 =++ qpxx .   
Обчислити 

αγβ
βαγ
γβα

. 

   2.7 Обчислити визначник ijn a=Δ , де 0=ija  при ij = ; 

iaij =  при ij ≠ ; njni ≤≤≤≤ 1,1 . 

   2.8 Обчислити визначник ijn a=Δ , де 0=ija  при ij = ; 

aaij =  при ij < ; baij =  при ij > ; njni ≤≤≤≤ 1,1 . 

   2.9 Нехай  

222

111

zyx
zyx=Δ . 

Довести, що при 1222 =++ zyx  справедлива нерівність 
1≤Δ . 

   2.10 Обчислити визначник n -го порядку 

21...000
12...000
..................
00...210
00...121
00...012

=Δ n . 

   2.11 Числа Фібоначчі визначаються умовами 
,2,1 21 == aa  21 −− += nnn aaa  при 3≥n . Довести, що 

nna Δ= , де nΔ  – визначник n -го порядку 
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11...0000
11...0000
.....................
00...1100
00...1110
00...0111
00...0011

−

−
−

−

=Δ n . 

   2.12 Знайти суму всіх визначників порядку n , в кожно-
му із яких в кожному рядку і в кожному стовпчику один 
елемент дорівнює 1, а всі інші елементи дорівнюють нулю. 
Скільки всього таких визначників? 
   2.13 Задана квадратна матриця 10-го порядку 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

− 00...0010
10...000
................
00...100
00...010

10

A . 

Знайти ( )EA λ−det . 
   2.14 В квадратній матриці A  порядку n2  на головній 
діагоналі стоять нулі, а всі інші елементи дорівнюють 1± . 
Довести, що 0det ≠A . 
   2.15 Елементи квадратної матриці порядку 10 – цілі чи-
сла, причому принаймні 92 з них – непарні. Довести, що 
визначник цієї матриці – парне число. 
   2.16 Всі елементи квадратної матриці порядку 45 – цілі 
числа. Відомо, у 1982 з них остача від ділення на 9 дорів-
нює 1. Довести, що визначник цієї матриці ділиться на 9. 
   2.17 В дійсній квадратній матриці задані всі елементи, 
крім тих, що лежать на головній діагоналі. Довести, що на 
порожніх місцях можна розставити нулі і одиниці так, щоб 
одержана матриця виявилась невиродженою. 
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   2.18 Матриця ( )
nnijaA

×
=  така, що  

02211 =+++ njnijiji aaaaaa K  при ij ≠ ; njni ≤≤≤≤ 1,1 . 
Довести, що  

( )( ) ( )22
2

2
1

2
2

2
22

2
12

2
1

2
21

2
11 ............det nnnnnn aaaaaaaaaA ++++++++= . 

   2.19 В квадратній матриці A  порядку n  кожен елемент 
замінили його алгебраїчним доповненням. Довести, що ви-
значник матриці, що отримали, дорівнює ( )αAdet  та    
знайти α . 
   2.20 Квадратні матриці A  і B  при деякому натурально-
му m  задовольняють рівність ( ) EAB m = . Чи вірно, що 
( ) EBA m =  ( E  – одинична матриця )? 
   2.21 Чи існують квадратні матриці A  і B  такі, що 

EBAAB =−  ( E  – одинична матриця)? 
   2.22 Обчислити  

2011

01
10
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

. 

   2.23 Знайти 100A , де   

а) 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
=

102
011
121

A ;     б) 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

00
100
010

a
A . 

   2.24 Знайти суму елементів першого рядка матриці 
10

2000
3200
0320
0032

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

. 

   2.25 Нехай A  – квадратна матриця і 0=kA . Довести, 
що ( ) 121 ... −− ++++=− kAAAEAE  . 
   2.26 Нехай A  – квадратна матриця п’ятого порядку: 
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⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

λ
λ

λ
λ

λ

0000
1000
0100
0010
0001

A , 

де 0≠λ . Знайти 1−A . 
   2.27 Обчислити  

n

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
ϕϕ
ϕϕ

cossin
sincos

. 

   2.28 Нехай A  – квадратна матриця другого порядку, 
2>k  – натуральне число. Довести, що якщо 0=kA , то і 

02 =A . 
   2.29 Знайти матрицю X  із рівняння BAX = , де   

.

1...000
...............

2...100
1...210

...321

,

1...000
...............
1...100
1...110
1...111

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

= n
n

n

BA  

   2.30 Нехай BA,  – матриці розміру Enn ,×  – одинична 
матриця розміру nn×  і матриця ABE −  невироджена. До-
вести, що матриця BAE −  теж невироджена.   
   2.31 Нехай A  – квадратна матриця розміру nn× , E  – 
одинична матриця розміру nn×  і ( ) 0=+ mAE . Довести, 
що тоді A  – невироджена матриця.   
   2.32 Нехай A  – матриця розміру nm× , яка має ранг 1. 
Довести, що знайдуться матриці B  і C  розмірів 1×m  і 

n×1  відповідно такі, що BCA = . 
   2.33 Знайти матрицю X , яка задовольняє рівнянню  

( ) 112 22 −−
= XX . 
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   2.34 Спростити матричний вираз 
( ) ( ) ( ) 1211 232 −−− −+−++− AAEAEAE , 

де A  – квадратна матриця порядку n , E  – одинична       
матриця того ж порядку; 1−A  – матриця, обернена до       
матриці A . 
   2.35 Спростити матричний вираз 

( ) ( ) ( ) 1211 6523 −−− −+−++− AAEAEAE , 
де A  – квадратна матриця порядку n , E  – одинична       
матриця того ж порядку; 1−A  – матриця, обернена до       
матриці A . 
   2.36 Довести, що  

( ) ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

++
−

+−−=
1

1
1

1111

...111
...............
1...11
1...11
1...11

1
13

2

1

n
n

n

xx
xx

x

x
x

x

KK . 

   2.37 Нехай 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

000
100
010

A . Довести, що не існує квадра-

тної матриці третього порядку такої, що AB =2 . 
   2.38 Обчислити визначник 

nn
nn

n
n

20...004
012...0140
..................
00...300
022...020

120...001

−−

+
+

=Δ . 
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   2.39 Квадратні матриці A  і B  задовольняють умовам: 
AA =2 , BAABBB == ,2 . Довести, що ( )BA −det  може 

приймати тільки три значення: -1, 0, 1. 
   2.40 Довести, що не існує дійсної матриці A  розміру 

33×  такої, що  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−
−

=+
340

212
351

23 2 AA . 

   2.41 Знайти границю n

n
A

∞→
lim ,  де 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

5100
1310
1121

A . 

 
3 Многочлени 

   3.1 Невідомий многочлен ( )xP  дає при діленні на 1−x  
остачу 2, а при діленні на 2−x  – остачу 1. Яку остачу дає 
цей многочлен при діленні на ( )( )21 −− xx ?  
   3.2 Знайти остачу від ділення многочлена                 

243812793 xxxxxx +++++    на    12 −x . 
   3.3 Довести, що якщо многочлен з цілими коефіцієнта-
ми ( )xP  приймає при чотирьох цілих значеннях x  значен-
ня 7, то він не може прийняти значення 14 ні при якому 
цілому значенні x . 
   3.4 Многочлен з цілими коефіцієнтами ( )xP  дорівнює 5 
при 1=x , 2=x  і 3=x . Чи існує ціле число x , при якому 
цей многочлен дорівнює 6? 
   3.5 Довести, що якщо многочлен з цілими коефіцієнтами 
( )xP  приймає при 0=x  і 1=x  непарні значення, то рів-

няння ( ) 0=xP  не має цілих коренів. 
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   3.6 Довести, що ні для одного многочлена ( )xP  з цілими 
коефіцієнтами не можуть виконуватись рівності 
( ) ( ) 915,57 == PP . 

   3.7 Чи існує многочлен з цілими коефіцієнтами ( )xP  та-
кий, що ( ) ( ) 20121220 == PP , а ( )2012P  дорівнює 20 або 12? 
   3.8 Довести, що многочлен ( )xP  з натуральними коефі-
цієнтами не може при всіх натуральних значеннях x     
приймати значення, рівні степеням двійки з натуральним 
показником, якщо тільки ( ) constxP ≠ . 
   3.9 Нехай ( )xP  – многочлен з цілими коефіцієнтами, 
який приймає значення 5 при п’яти цілих значеннях x . 
Довести, що ( )xP  не має цілих коренів. 
   3.10 Нехай ( ) nn

nn axaxaxxP ++++= −
−

1
1

1 ...  –    много-
член з цілими коефіцієнтами. Відомо, що ( )0P  і ( )5P  –  
непарні числа. Довести, що ( )xP  не може мати раціональ-
них коренів. 
   3.11 Многочлен з цілими коефіцієнтами ( )xP  приймає 
значення 2 при чотирьох різних цілих значеннях x . Довес-
ти, що ні при яких цілих значеннях x  цей многочлен не 
приймає значень 1, 3, 5, 7 і 9. 
   3.12 Довести, що якщо многочлен сьомого степеня з ці-
лими коефіцієнтами ( )xP  при 7 цілих значеннях x  при-
ймає значення +1 і -1, то його неможливо представити у  
виді добутку двох многочленів з цілими коефіцієнтами. 
   3.13 Довести, що не існує такого многочлена з цілими 
коефіцієнтами ( )xP , відмінного від константи, що всі чис-
ла ( ) ( ) ( ) ...,2,1,0 PPP  є простими. 
   3.14 Знайти всі многочлени ( )xP , які задовольняють 
умову ( ) 00 =P  і тотожність  

( ) ( ) ( )( )11
2
1

−++≡ xPxPxP . 
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   3.15 Знайти всі многочлени ( )xP , які задовольняють    
тотожність     ( ) ( ) ( )xPxxxP 21 −≡− . 
   3.16 Знайти всі многочлени ( )xP , які задовольняють  
тотожність   ( ) ( ) ( ) ( ) 0211 ≡+−+− xPxxPx . 
   3.17 Знайти всі многочлени ( )xP , для яких виконується 
тотожність     ( ) ( ) ( )12012 −≡− xxPxPx . 
   3.18 Знайти всі ненульові многочлени ( )xP , які   задо-
вольняють тотожність  ( ) ( )( )22 xPxP ≡ . 
   3.19 Знайти всі ненульові многочлени ( )xP , які   задо-
вольняють тотожність  ( ) ( )( )22 22 −≡− xPxxP . 
   3.20 Нехай два многочлени ( )xP  і ( )xQ  з дійсними кое-
фіцієнтами приймають цілочисельні значення в одних і тих 
же точках. Довести, що або ( ) ( )xQxP − , або ( ) ( )xQxP +  є 
константа. 
   3.21 Нехай многочлен ( )xPn  степеня n  з дійсними кое-
фіцієнтами при всіх дійсних значеннях x  набуває лише 
додатних значень. Довести, що многочлен ( )xPn  можна 
подати у вигляді суми квадратів двох многочленів з дійс-
ними коефіцієнтами.  
   3.22 Многочлен ( ) 11

1
1 ++++= −

− xaxaxxP n
nn K  з         

невід’ємними коефіцієнтами 11 ,, −naa K  має n  дійсних    
коренів. Довести, що ( ) nP 32 ≥ . 
   3.23 Довести, що для будь-якого цілого невід’ємного n  
многочлен ( ) 2121 ++ ++ nn xx   ділиться на многочлен 12 ++ xx . 
   3.24 Знайти остачу від ділення ( )5xf  на ( )xf , якщо 

 ( ) 1234 ++++= xxxxxf . 
   3.25 Довести, що многочлен четвертого степеня 

222 24 +++ xxx  неможливо розкласти в добуток двох 
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квадратних тричленів baxx ++2  і dcxx ++2  з цілими  
коефіцієнтами dcba ,,, . 
   3.26 Скільки дійсних коренів має многочлен   

( )
n
xxxxxf

n

+++++= ...
32

1
32

? 

   3.27 Довести, що для будь-якого натурального n       
многочлен 

( )
!

...
!3!2

1
32

n
xxxxxP

n

n +++++=  

не може мати більше одного дійсного кореня. 
   3.28 Нехай naaa ,,, 21 K  – додатні числа. Довести, що 
многочлен n

nnn axaxax −−−− −− K2
2

1
1  має рівно один      

додатний корінь. 

   3.29 Відомо, що 0
12

1
0 =

+
+++

n
ccc nK  ( nccc ,,, 10 K  – дій-

сні). Довести, що многочлен n
n xcxcc +++ K10  має хоча б 

один дійсний корінь.  
   3.30 Нехай ( )xP  – многочлен степеня n  і  
  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0,0,...,0,0,0 1 >≥≥′′≥′≥ − aPaPaPaPaP nn .  
Довести, що дійсні корені рівняння ( ) 0=xP  не перевищу-
ють a . 
   3.31 Довести, що всякий многочлен ( )xP  можна пред-
ставити у виді різниці двох многочленів, що монотонно 
зростають. 
   3.32 Довести, що многочлен 4+nx  розкладається в    
добуток двох многочленів меншого степеня з цілими кое-
фіцієнтами тоді і тільки тоді, коли n  ділиться на 4. 
   3.33 Нехай 21 , PP  – многочлени від 321 ,, xxx  з дійсни-
ми коефіцієнтами. Чи можлива рівність  

2
3

2
2

2
1

2
2

2
1 xxxPP ++≡+ ? 

   3.34 Довести, що в добутку 



 18

( )( )10099321009932 11 xxxxxxxxxx +++++++−+−+− KK  
після розкриття дужок і зведення подібних членів не      
залишиться членів, які містять x  в непарному степені. 
   3.35 Довести, що всі раціональні корені многочлена 

( ) nn
nnn axaxaxaxxP +++++= −
−−

1
2

2
1

1 ...  
з цілими коефіцієнтами і з коефіцієнтом при старшому 
степені x , рівним 1, є цілими. 
   3.36 Многочлен   

bbxnxcxcaxax n
nnn +−+++− −
−− 22

2
2

2
1 ...  

має рівно n  додатних коренів. Довести, що всі ці корені 
рівні між собою. 
   3.37 Довести, що для будь-якого многочлена ( )xP  сте-
пеня 1>n , який має n  різних дійсних коренів nxxx ,,, 21 K , 
справедлива рівність  

( ) ( ) ( ) 0111

21

=
′

++
′

+
′ nxPxPxP

K . 

   3.38 Довести, що при будь-яких Nn∈  і R∈α , які задо-
вольняють умовам 1≠n  і 0sin ≠α  многочлен  

( ) ( )ααα 1sinsinsin −+−= nnxxxP n  
ділиться на многочлен ( ) 1cos22 +−= αxxxQ . 
   3.39 При яких обмеженнях на цілі числа p і q : 
    а) многочлен ( ) qpxxxP ++= 2  приймає при всіх цілих 
значення x  парні (непарні) значення; 
   б) многочлен ( ) qpxxxQ ++= 3  приймає при всіх цілих 
значення x  значення, які діляться на 3? 
   3.40 Многочлен ( )xP  степеня n  задовольняє рівностям 

( )
1+

=
k

kkP  при nk ,,1,0 K= . Знайти ( )1+nP . 

   3.41 Нехай )(xP  – многочлен з дійсними коефіцієнтами 
степеня n , що має n  різних дійсних коренів. Складемо  
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різниці між кожним з коренів рівняння ( ) 0=xP  і кожним з 
коренів рівняння 0)( =′ xP . Обчислити суму величин, 
обернених до отриманих різниць. 
   3.42 Довести, що всякий многочлен ( )xP  степеня n , 
який приймає при 1+n  послідовних цілих значеннях x  цілі 
значення, приймає ціле значення при всякому цілому x . 
   3.43 Відомо, що ( ) xxPx 4sincos2012sin ⋅= , де ( )xP  – 
деякий многочлен. Знайти суму коефіцієнтів цього       
многочлена.  

 
4 Деякі суми 

   4.1 Знайти суми: 
   а) ϕϕϕϕ ncos...3cos2coscos ++++ ; 
   б) ϕϕϕϕ nsin...3sin2sinsin ++++ . 
   4.2 Знайти суми:   
   а) ( ) ( ) ( )ϕαϕαϕαα n+++++++ cos...2coscoscos ; 
   б) ( ) ( ) ( )ϕαϕαϕαα n+++++++ sin...2sinsinsin . 
   4.3 Знайти суми:   
   а) ( )ϕϕϕϕ 12cos...5cos3coscos −++++ n ; 
   б) ( )ϕϕϕϕ 12sin...5sin3sinsin −++++ n . 
   4.4 Знайти суми: 

   а) 
12

2cos...
12

6cos
12

4cos
12

2cos
+

++
+

+
+

+
+ n

n
nnn

ππππ ; 

   б) 
12

2sin...
12

6sin
12

4sin
12

2sin
+

++
+

+
+

+
+ n

n
nnn

ππππ . 

   4.5 Довести тотожності ( 1>n ): 

   а) ( ) 012cos...4cos2cos1 =
−

++++
n

n
nn

πππ ; 

   б) ( ) 012sin...6sin4sin2sin =
−

++++
n

n
nnn

ππππ . 

   4.6 Довести тотожності ( 2>n ): 
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   а) ( ) 014cos...8cos4cos1 =
−

++++
n

n
nn

πππ ; 

   б) ( ) 014sin...12sin8sin4sin =
−

++++
n

n
nnn

ππππ . 

   4.7 Знайти суми: 
   а) ϕϕϕϕ n2222 cos...3cos2coscos ++++ ; 
   б) ϕϕϕϕ n2222 sin...3sin2sinsin ++++ . 
   4.8 Довести, що величина виразів ( 1>n ): 

а) ( )
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

n
n

nn
παπαπαα 12cos4cos2coscos K ; 

б) ( )
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

n
n

nn
παπαπαα 12sin4sin2sinsin K ; 

не залежить від α . 
   4.9 Знайти суми ( 1>n ): 

а) ( )
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

n
n

nn
παπαπαα 1cos2coscoscos 2222 K ; 

б) ( )
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

n
n

nn
παπαπαα 1sin2sinsinsin 2222 K . 

   4.10 Знайти суми ( 1>n ): 

а) ( )
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

n
n

nn
παπαπαα 12cos4cos2coscos 2222 K ; 

б) ( )
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

n
n

nn
παπαπαα 12sin4sin2sinsin 2222 K . 

   4.11 Знайти суму 

( ) nn cos1cos
1sin...

3cos2cos
1sin

2cos1cos
1sin

1cos0cos
1sin

−
++++  . 

   4.12 Знайти суму !...!33!22!11 nn ⋅++⋅+⋅+⋅ . 

   4.13 Знайти суму ( )!1
...

!4
3

!3
2

!2
1

+
++++

n
n . 
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   4.14 Знайти суму  n

n
2

...
2
3

2
2

2
1

32 ++++ . 

   4.15 Довести, що  

( ) nnnnnn 2
1

3
1

2
1

1
1

212
1

65
1

43
1

21
1

++
+

+
+

+
+

=
−

++
⋅

+
⋅

+
⋅

KK . 

   4.16 Обчислити суму 99321 ... aaaa ++++ , де 

( ) 11
1

+++
=

nnnn
an . 

   4.17 Знайти суми: 
   а) 2222 ...321 n++++ ;       б) 3333 ...321 n++++ ; 
   в) 4444 ...321 n++++ ;       г) ( )3333 12...531 −++++ n . 
   4.18 Знайти суму 

( )( )( )nnnn 123
1

6543
1

5432
1

4321
1

−−−
++

⋅⋅⋅
+

⋅⋅⋅
+

⋅⋅⋅
K . 

   4.19 Довести, що 
( ) ( ) ( ) =−+++++⋅⋅⋅+⋅⋅⋅⋅ 11132321 pnnnppp KKKK  

( )( ) ( )
1

21
+

+++
=

p
pnnnn K . 

   4.20 Довести, що суми 

   а) 
n
1...

4
1

3
1

2
1

++++ ; 

   б) 
mnnnn +

++
+

+
+

+
1...

2
1

1
11 ; 

   в) 
12

1...
7
1

5
1

3
1

+
++++

n
 

( mn ,  – натуральні) не можуть виражатись цілими числами. 
   4.21 Знайти суму k

knnnn CCCC ++++ ++++ ...3
3

2
2

1
1 . 

   4.22 Знайти суму ( ) ( ) ( ) ( )2222120 ... n
nnnn CCCC ++++ . 

   4.23 Знайти суму n
nnnn nCCCC ++++ ...32 321 . 
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5 Геометрія 
   5.1 Нехай M  – точка на колі, описаному навколо  пра-
вильного n -кутника nAAA ...21 . Довести, що величина 

22
2

2
1 nMAMAMA +++ K  не залежить від положення точки M . 

   5.2 Нехай M  – точка на колі, вписаному в правильний 
n -кутник nAAA ...21 . Довести, що величина 

22
2

2
1 nMAMAMA +++ K  не залежить від положення точки M . 

   5.3 Нехай nAAA ...21  – правильний n -кутник, вписаний в 
коло радіуса R . Знайти суму 2

1
2
31

2
21 ... nAAAAAA +++ . 

   5.4 Точки ( ) ( ) ( )nnn yxAyxAyxA ,,...,,,, 222111  – верши-
ни правильного n -кутника, вписаного в коло 222 Ryx =+ . 
Знайти суми nxxx +++ ...21   і  nyyy +++ ...21 . 
   5.5 Довести, що сума квадратів віддалей від усіх вершин 
правильного многокутника до будь-якої прямої, що прохо-
дить через його центр, є величина постійна. 
   5.6 Точки ( ) ( ) ( )nnn yxAyxAyxA ,,...,,,, 222111  – верши-
ни правильного n -кутника, вписаного в коло 222 Ryx =+ . 
Довести, що 22

2
2
1

22
2

2
1 ...... nn yyyxxx +++=+++ . 

   5.7 Довести, що сума квадратів віддалей від будь-якої 
точки одного з концентричних кіл до всіх вершин прави-
льного многокутника, вписаного в інше коло, є величина 
постійна. 
   5.8 Знайти добуток довжин всіх діагоналей і сторін, які 
виходять з однієї вершини правильного n -кутника, якщо 
радіус описаного кола дорівнює R . Використовуючи    
одержаний результат, зайти добуток 

( )
n

n
nn

πππ 1sin...2sinsin −
⋅⋅⋅ . 

   5.9 Знайти суму квадратів всіх сторін і всіх діагоналей 
правильного n -кутника, вписаного в коло радіуса R . 
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   5.10 Площа трапеції дорівнює 2, а сума діагоналей     
дорівнює 4. Знайти висоту трапеції.  
   5.11 Визначити координати точки A , яка належить    

еліпсу 12

2

2

2

=+
b
y

a
x , якщо відомо, що площа трикутника 

ABC , де точки B  і C  – сусідні вершини еліпса, є    найбі-
льшою із всіх можливих.  
   5.12 Із центра еліпса з півосями a  і b  проведені два 
промені, які утворюють кут 90о і перетинають еліпс в точ-
ках A  і B . Чому дорівнює найменша і найбільша довжина 
відрізка AB ? 

   5.13 На еліпсі 12

2

2

2

=+
b
y

a
x  знайти таку точку ( )00 , yx , 

щоб площа трикутника, обмеженого дотичною до еліпса в 
цій точці і осями координат, була найменшою. 

   5.14 Навколо еліпса 12

2

2

2

=+
b
y

a
x  описані два різних    

прямокутники. Довести, що їх діагоналі рівні. 
   5.15 Кінці відрізка довжини a  ковзають по двох взаєм-
но перпендикулярних прямих, які лежать в одній площині. 
Точка M  ділить цей відрізок у заданому відношенні λ . 
Яку лінію описує точка M ? 
   5.16 Дві вершини трикутника зафіксовані, а третя руха-
ється так, що один із кутів при основі трикутника залиша-
ється вдвічі більшим за іншого. Яку лінію описує третя  
вершина? 
   5.17 Знайти геометричне місце центрів кіл, які прохо-
дять через задану точку і дотикаються заданого кола якщо 
точка знаходиться: а) всередині; б) зовні заданого кола. 
   5.18 На площині розташовані дві параболи так, що їх осі 
взаємно перпендикулярні, а самі параболи перетинаються 
в чотирьох точках. Довести, що ці чотири точки лежать на 
одному колі.  
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   5.19 Із довільної точки гіперболи 122 =− yx , відмінної 
від ( )0,1  і ( )0,1− , проведено дві дотичні до кола 

122 =+ yx . Довести, що пряма, проведена через точки   
дотику, дотикається до гіперболи. 
   5.20 Дотичні до параболи pxy 22 =  в точках BA,  і C  

утворюють трикутник KLM . Довести, що ABCKLM SS
2
1

=  . 

   5.21 Точка A  знаходиться всередині кола радіуса R  на 
віддалі a  від центра. Обчислити площу обмежену геомет-
ричним місцем основ перпендикулярів, опущених із точки 
A  на дотичні до цього кола. 
   5.22 Знайти параболу, яка дотикається до еліпса 

54 22 =+ yx  в точках ( )1,1 −−  і ( )1,1 − . 
   5.23 Нехай O  – вершина параболи, F  – її фокус, O′  – 
точка перетину осі параболи з її директрисою, A  – довіль-
на точка параболи, A′  – проекція точки A  на директрису. 
Знайти площу сектора FOA , якщо площа криволінійної 
трапеції OAOA ′′  дорівнює S . 
   5.24 Нехай BA,  – довільні точки деякої параболи, 

BA ′′ ,  – їх проекції на директрису, F  – фокус параболи. 
Відомо, що площа криволінійної трапеції ABAB ′′  дорів-
нює S . Знайти площу сектора FBA . 
   5.25 Гіпотенуза прямокутного трикутника ковзає по 
сторонах прямого кута. Яку криву описує при цьому вер-
шина прямого кута трикутника?  
   5.26 Знайти множину точок площини, із яких дану пара-
болу видно під прямим кутом.            
   5.27 Кожна сторона опуклого чотирикутника менша 20. 
Довести, що для будь-якої точки O  всередині чотирикут-
ника знайдеться вершина A  чотирикутника така, що 

15<OA . 



 25

   5.28 В трикутнику ABC  на стороні AB  взято точку P , 
а на стороні BC  – точку R . Нехай Q  – точка на відрізку 
PR . Довести нерівність 333

QRCAPQABC SSS ΔΔΔ +≥  . 

   5.29 Нехай p  – периметр трикутника з цілочисельними 
координатами вершин на площині Oxy , R  – радіус описа-
ного навколо трикутника кола. Довести нерівність 

Rp 543 ≥ . 
   5.30 Дано параболи 2xy =  і )0(2 >+= mmxy . Довес-
ти, що хорда першої параболи, що дотикається до другої 
параболи, ділиться точкою дотику навпіл. 
   5.31 Довести, що відрізок будь-якої дотичної до рівно-
бічної гіперболи, який лежить між її асимптотами, ділиться 
точкою дотику навпіл. 
   5.32 Пряма перетинає рівнобічну гіперболу в точках A  і 
B , а її асимптоти – в точках C  і D . Довести, що BDAC = . 
   5.33 Довести, що середини паралельних хорд параболи 
лежать на одній прямій, яка паралельна осі параболи. 
   5.34 Довести, що середини паралельних хорд еліпса ле-
жать на одній прямій, яка проходить через центр еліпса. 
   5.35 Довести, що середини паралельних хорд гіперболи 
лежать на одній прямій, яка проходить через центр гіпер-
боли. 
   5.36 Задано квадрат ABCD . Вказати всі точки M пло-
щини, які задовольняють умові MDMBMCMA +=+ . 
   5.37 Чи існує на координатній площині рівносторонній 
трикутник з цілочисельними координатами вершин? 

   5.38 На кривій 1
3232

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

b
y

a
x  (астроїда) знайти точ-

ку ( )00 , yx  таку, щоб площа трикутника, обмеженого доти-
чною до астроїди в цій точці та осями координат була най-
більшою. 
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   5.39 Довести, що в еліпс неможливо вписати рівносто-
ронній трикутник так, щоб центр трикутника збігався з 
центром еліпса. 
   5.40 Знайти множину точок площини, рівновіддалених 
від даного кола і даної точки, яка не належить колу. 
   5.41 Знайти перетин внутрішностей всіх ромбів, вписа-
них в даний еліпс. 
   5.42 Із довільної точки параболи 2axy =  проведені дві 
дотичні до іншої параболи maxy += 2  ( 0,0 >> ma ). До-
вести, що площа криволінійного трикутника, утвореного 
дотичними і дугою верхньої параболи, не залежить від ви-
бору точки на нижній параболі. 
   5.43 Побудувати геометричне місце точок площини, із 
яких квадрат { }1,1 ≤≤ yx  видно під кутом 045 . 

   5.44 Довести, що із двох правильних многокутників з 
однаковим периметром більша площа буде у многокутника 
з більшою кількістю сторін. 
   5.45 Кінці відрізка змінної довжини ковзають по осях 
координат так, що сума довжин відрізків, які відтинаються 
на координатних осях, залишається постійною. Знайти рів-
няння кривої, яку описує середина цього відрізка. 
   5.46 На площині розташовані два кола різних радіусів, 
що перетинаються. Знайти множину точок, рівновіддале-
них від цих кіл. 
   5.47 В еліпс вписати трикутник найбільшої площі. Скі-
льки розв’язків має задача? 
   5.48 Розглянемо трикутники найбільшої площі, вписані 
в даний еліпс. Довести, що сума квадратів сторін у кожно-
го з таких трикутників одна і та ж. 
   5.49 Через дві дані точки A  і B  параболи проведені два 
кола, які перетинають параболу в точках M  і N  та P  і Q  
відповідно. Довести, що хорди MN  і PQ  паралельні.    
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   5.50 Довести, що якщо для точки O , яка лежить всере-
дині чотирикутника ABCD  площі S  виконана рівність  

22222 ODOCOBOAS +++= ,  
то чотирикутник ABCD  – квадрат, а точка O  – його центр.   
   5.51 Посередині кожного ребра трикутної піраміди взя-
то по точці. Знайти відношення об’єму многогранника з 
вершинами в цих точках до об’єму піраміди. 
   5.52 Кінці відрізка, що має постійну довжину a , ковза-
ють вздовж двох мимобіжних взаємно перпендикулярних 
прямих, відстань між якими дорівнює all <, . Знайти гео-
метричне місце середин цього відрізка. 
   5.53 Дано трикутну піраміду SABC  із прямими плоски-
ми кутами при вершині S . Знайти множину точок M , для 
яких виконується умова 2222 3 MSMCMBMA =++ . 
   5.54 У тетраедрі SABC  всі плоскі кути при вершині S  
прямі, а SCSBSA += . Довести, що сума плоских кутів при 
вершині A  дорівнює °90 . 
   5.55 Чому дорівнює найбільша площа проекції на пло-
щину прямокутного паралелепіпеда з ребрами cba ,, ? 
   5.56 Знайти найменший об’єм піраміди, яка відтинається 
від координатного кута дотичною площиною до еліпсоїда 

12

2

2

2

2

2

=++
c
z

b
y

a
x . 

   5.57 Із точки поза еліпсоїдом проводяться до нього всі 
можливі дотичні. Довести, що всі точки дотику лежать в 
одній площині. 
   5.58 Дана довільна трикутна призма 111 CBABCA . Точка 
E  ділить ребро AB  навпіл, а точка F  – ребро AC  у від-
ношенні 3:1. В якому відношенні площина EFB1  ділить 
об’єм цієї призми?  
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   5.59 Вздовж діаметра кулі просвердлений циліндричний 
отвір, висота циліндра 6 см. Який об’єм частини кулі, що 
залишилась? 
   5.60 Знайти об’єм тора – тіла, одержаного обертанням 
круга радіуса R  навколо осі, яка лежить в площині круга 
на віддалі d  від його центра ( Rd > ). 
 

6 Рівняння, системи 
   6.1 Довести, що рівняння 173 22 =− yx  не має розв’язків 
в цілих числах. 
   6.2 Чи може 3 2  бути коренем квадратного рівняння з 
раціональними коефіцієнтами? 
   6.3 Довести, що якщо всі коефіцієнти квадратного рів-
няння 02 =++ cbxax  – цілі непарні числа, то корені рів-
няння не можуть бути раціональними.  
   6.4 Нехай p  і q  – цілі непарні числа. Довести, що рівнян-
ня 0222 =++ qpxx  не може мати раціональних коренів. 
   6.5 Знайти алгебраїчне рівняння з цілими коефіцієнтами, 
коренем якого є число 32 + .  
   6.6 Довести, що для кожного натурального n  рівняння 

nyx =+ 22  і nyx 222 =+  мають однакову кількість        
розв’язків в цілих числах. 
   6.7 Довести, що рівняння 0345 =+++ cbxaxx , де 

cba ,,  – дійсні числа і 0≠c , має принаймні два комплек-
сних, не дійсних корені.  
   6.8 При якому найменшому значенні суми 22 BA +  рів-
няння 01234 =++++ AxBxAxx  має дійсні корені? 
   6.9 При якому найменшому значенні суми 22 BA +  рів-
няння 010061006 234 =+−−− AxBxAxx  має дійсні корені? 

   6.10 Розв’язати рівняння ( )11
22

12 −++=− xxx . 
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   6.11 Розв’язати рівняння 112 2 −+=+ xxx . 
 

   6.12 Розв’язати рівняння 0144 =−+ xx . 
 

   6.13 Скільки дійсних коренів має рівняння 2axex =  в 
залежності від параметра a ? 
 

   6.14 Скільки дійсних коренів має рівняння 
055 =+− axx  в залежності від параметра a ? 

   6.15 Довести, що 02 20tg  є коренем рівняння  
                             ( ) ( )22 3133 xxx −=− . 

   6.16 Розв’язати рівняння 
8
1

9
4cos

9
2cos

9
cos =⋅⋅

xxx πππ . 
 

   6.17 Довести, що рівняння 016465 234 =−−++ xxxx  
має рівно два дійсні розв’язки.  
   6.18 Довести, що для будь-яких дійсних cba ,,  рівнян-
ня ( )( ) ( )( ) ( )( ) 0=−−+−−+−− axcxcxbxbxax  має хоча б 
один дійсний розв’язок. 
   6.19 Скільки дійсних коренів має рівняння  

                           01
2
1 2 =−++ −− xexe xx ? 

   6.20 Визначити кількість дійсних нулів функції 
( ) ( ) 521532 2462 2

−−−+−= − exxxexf x . 

   6.21 Довести, що рівняння 0
!

2

0
=∑

=

n

k

k

k
x  не має дійсних  

коренів. 
   6.22 Знайти множину точок площини, координати яких 
задовольняють рівнянню ( )( ) 743322 2424 =+−+− yyxx . 
   6.23 Скільки коренів на ( )∞+,0  має рівняння 

( ) 01 =−+ xPxn , де ( )xP  – многочлен степеня n , всі коефі-
цієнти якого невід’ємні і не всі рівні нулю.   
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   6.24 Розв’язати систему  
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   6.25 Розв’язати систему 
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   6.26 Розв’язати систему 
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   6.27 Довести, що якщо 

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩
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⎪
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⎨

⎧
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aaa
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то naaa === ...21 . 
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   6.28 Розв’язати систему 
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   6.29 Довести, що система рівнянь 

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

+++=

+++=

+++=

,...
2
1

.......................

,...
2
1

,...
2
1

2211

22221212

12121111

nnnnnn

nn

nn

xaxaxax

xaxaxax

xaxaxax

 

де ija  – цілі числа для всіх ji , , має єдиний розв’язок 
0...21 ==== nxxx . 

   6.30 Яким умовам мають задовольняти дійсні числа 
1 2 3 1 2 3, , , , , ,a a a b b b c , щоб система лінійних рівнянь 

3 2 2 3 1

3 1 1 3 2

2 1 1 2 3

1 1 2 2 3 3

,
,

,

a x a x b
a x a x b

a x a x b
a x a x a x c

− + =⎧
⎪ − =⎪
⎨− + =⎪
⎪ + + =⎩

 

була: а) несумісною; б) мала єдиний розв’язок; в) мала 
безліч розв’язків? 
   6.31 Для всіх дійсних значень параметрів a  і b  
розв’язати систему рівнянь: 
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де 2, ≥∈ nNn  . 
   6.32 При яких натуральних n  система лінійних рівнянь 
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сумісна? 
   6.33 Дослідити сумісність і розв’язати систему рівнянь 

( ) ( )
( ) ( )

( )⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−++
=+−+−
=+−+−

.12
,122
,223

321

321

321

xxx
xxx
xxx

λ
λλ

λλλ
 

 
7 Нерівності 

   7.1 Довести, що при 0,0,0,0 >>>> srqp     
 

( )( )( )( ) 811111 2222

≥
++++++++

pqrs
ssrrqqpp . 

 

   7.2 Довести, що при будь-якому натуральному 1>n  
( )12...531 −⋅⋅⋅⋅> nnn  . 

   7.3 Довести, що 2
2
11...

8
11

4
11 <⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + n . 
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   7.4 Довести, що для будь-якого натурального n   

nn
n

n
11ln

1
1

<⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

<
+

. 

   7.5 Довести, що для будь-яких додатних чисел a  і b , 
таких, що 1=+ ba , має місце нерівність 

2
2511 22

≥⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

b
b

a
a . 

   7.6 Довести, що якщо α  – гострий кут, то    

.5
cos

11
sin

11 >⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

αα
 

   7.7 Довести, що для будь-яких дійсних yx ,    
( )( )
( )( ) 2

1
11
1

22 ≤
++
−+

yx
xyyx . 

   7.8 Довести, що для будь-якого натурального 1>n      
виконана нерівність 

.11
1

1...
1

11
22 >+

−
++

+
+

nnnn
 

   7.9 Довести нерівність 
n

nm
n
m

m
nm −

<<
− ln , де mn <<0 . 

   7.10 Довести, що послідовності { },nx  де 
n

n n
x ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

11 , і 

{ },ny  де 
n

n n
y ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

11 зростаючі, а послідовність { },nz  де 

111
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

n

n n
z  спадна. 

   7.11 Довести нерівності ( Nn∈ ) 
11!
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

<<⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

nn

e
nen

e
n . 

   7.12 Довести, що при будь-якому цілому 6>n , справе-
дливі нерівності 
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nn n
e
nnn ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛<⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛<

2
! . 

   7.13 Довести: 2121 xxqxpx qepee +≤+  для будь-яких 21 , xx  і 
таких 0,0 ≥≥ qp , що 1=+ qp . 
   7.14 Довести, що для будь-яких додатних дійсних чисел 

cba ,,  справедлива нерівність ( ) 3
cba

cba abccba
++

≥ . 
   7.15 Довести нерівність ( )xe x ++≥ 1ln1 . 

   7.16 Довести нерівність x
x

x cossin 3

≥⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  при 

2
0 π

<< x . 

   7.17 Нехай naaa ,,, 21 K  – додатні числа і виконана      
нерівність 121 <+++ naaa K . Довести, що 

( )( )( ) ( )
( )

1

2121

2121

1
111 +≥

−−−−
−−−+++ n

nn

nn n
aaaaaa

aaaaaa
KN

KK . 

   7.18 Нехай додатні числа 2121 ,,, yyxx  задовольняють 
умовам 12121 =+=+ yyxx ,  2

2
2
1

2
2

2
1 yyxx +<+ . Довести, що 

22112211 lnlnlnln yyyyxxxx +<+ . 

   7.19 Довести, що для всіх ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∈

2
,0 πx   

3
1

2x
x
xtg

+> . 

   7.20 а) Довести, що для будь-яких дійсних y  і 0y  
( )010 yyee yy −+≥ . 

   б) Нехай ( )xf  – неперервна на [ ]1,0  функція. Викорис-
товуючи попередню нерівність, довести, що 

( )
( )∫

≥∫
1

0

1

0

dxxf
xf edxe . 

   7.21 Довести, що для будь-якого натурального n  вико-
нана нерівність 

( ) 2
1

!2
12...

!4
3

!3
1

<
+
−

+++
n
n . 
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   7.22 Довести, що для всіх 0,0 ≥≥ yx  виконується    
нерівність       35 325 yxxy +≤ . 
   7.23 Довести, що 0>∀x  виконується нерівність xe ex ≤ , 
причому рівність має місце тільки при ex = . 
   7.24 Довести, що для будь-яких натуральних m  і n  

{ } 3 3,min ≤mn nm . 
   7.25 Довести, що при 0,0 >> yx  і 10 ≤≤ λ  виконана 
нерівність               ( ) λλλλ −≥−+ 11 yxyx . 
   7.26 Довести, що при будь-якому натуральному n  

   а) 2
2

11...
15
11

8
11

3
11 2 <⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

nn
; 

   б) 3
3

21...
9
11

5
11

2
11 2 <⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

nn
.    

   7.27 Довести, що для ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∈∀

2
,0 πx  виконується нерів-

ність      
x

x
x

x sin
cos1

cos2
<

+
. 

   7.28 Довести, якщо cba ,,  – додатні, то  

2
3

≥
+

+
+

+
+ ba

c
ac

b
cb

a . 

   7.29 Що більше n n!  чи ( )1 !1+ +n n ? 
   7.30 Порівняти числа nn 1log −  і ( )1log +nn  ( 2>n ). 
   7.31 Розташувати в порядку зростання числа 

201220142013 2014,2012,2013  . 
   7.32 Для довільного натурального n  порівняти числа 

1+n  та me , де ∑
=

=
n

k k
m

1

1 . 

   7.33 Нехай n  і 2≥k  – натуральні числа. Яке з чисел 
більше: kk nn 11 ++−  чи k n2 ? 
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   7.34 Що більше: ( )2!2013  чи 20132013 ? 
   7.35 Порівняти числа  
                   20122013 20122014 ⋅    і   20122013 20132013 ⋅ . 
   7.36 Що більше: 300100  чи !300  ? 
   7.37 Що більше:  

36
1

3
1

2
11 ++++ K  чи 

333 27
1

3
1

2
11 ++++ K ? 

   7.38 Знайти цілу частину числа 
333 125

1
3

1
2

11 ++++ K . 

   7.39 Знайти цілу частину числа  

1000000
1

4
1

3
1

2
11 +++++= Kx . 

   7.40 Знайти послідовні цілі числа, між якими міститься 
значення виразу ( )1000001,116 −− . 
   7.41 Знайти суму довжин проміжків, об’єднання яких є 
областю розв’язків системи нерівностей 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>

<
−

++
−

+
−

+
−

.1

,01...
3

1
2

1
1

1

x
nxxxx  

   7.42 Знайти найменше значення функції  

            ( )

2
2

2
1 1 2

, 0, .
1 1

n
n

n

n
n

n

x x
x xf x x n N

x x
x x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠= > ∈

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

   7.43 Що більше: 099099 1sin3sin −  чи 099099 2sin4sin − ? 
   7.44 Довести нерівність  

566...6666...66
2013

3 3 3 3

2013

<+++++++++
4444 34444 214444 34444 21

радикаліврадикалів

. 

   7.45 Довести нерівність 4210 31 xxx ≥++ . 
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   7.46 Знайти найменше значення функції 
( )( )( )( )4321)( ++++= xxxxxf . 

   7.47 Довести, що для всіх дійсних значень x  виконана 
нерівність 

xxxxxx 1073)45)(9)(6( 22 ≥+++−−− . 
   7.48 Довести нерівність  

                     
2
1

2013
11

3
11

2
11 222 >⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − K . 

   7.49 Довести, що 
10
1

100
99...

6
5

4
3

2
1

<⋅⋅⋅⋅=a . 

   7.50 Довести, що mnnm ≥−+ 22  для всіх натуральних чи-
сел m  та n . 
   7.51 Сума двох додатних чисел a  і b  дорівнює 2013. 
Довести, що ці числа задовольняють нерівність 

2255 2013 baba ≥+ . 
   7.52 Довести, що 1212 −+> nn n  для всіх натуральних 

2≥n . 
   7.53 Знайти найбільше і найменше значення функції 

xx 33 arccosarcsin + . 
 

8 Послідовності, границі послідовностей 
   8.1 Довести, що серед членів арифметичних прогресій:  
    а) 3, 7, 11, 15, 19, 23, ... ; 
    б) 5, 11, 17, 23, 29, 35, … 
є нескінченно багато простих чисел.    
   8.2 Довести, що всі члени арифметичної прогресії, яка 
складається із натуральних чисел, не можуть бути прости-
ми числами (за винятком виродженого випадку – арифме-
тичної прогресії з нульовою різницею, всі члени якої дорі-
внюють одному і тому ж простому числу).    
   8.3 Чи існує n

n
sinlim

∞→
? n

n
coslim

∞→
? 
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   8.4 Довести, що послідовність { }nnsin  необмежена. 
   8.5 Послідовність додатних чисел KK ,,,, 321 naaaa  задо-
вольняє умові 1

2
+−≤ nnn aaa  при Nn∈ . Довести, що для 

всякого Nn∈  має місце оцінка 
n

an
1

< . 

   8.6 Знайти формулу загального члена послідовності 
{ }nx , яка визначена рекурентно:  
           ( )( ) 2,1,4,1 3221 ==≥+−= −− xxnxxnx nnn . 

   8.7 Знайти границю n

n

n n
n++++

∞→

...321lim
32

 . 

   8.8 Нехай 0,00 >> aa . Послідовність { }nx  будується 

так:             0,
2
1, 100 ≥⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+== + n

x
axxax

n
nn . 

Довести, що послідовність збіжна та знайти nn
x

∞→
lim  . 

   8.9 Знайти границю послідовності { }nx , яка визначається 
умовами: 

0,0,1,2
3
1

121 >>≥⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=+ axn

x
axx
n

nn  . 

   8.10 Довести, що ( ) 1
ln

!lnlim =
∞→ nn

n
n

. 

   8.11 Знайти границю ( )
2012

20132013 1lim
n

nn
n

−−
∞→

. 

   8.12 Знайти границі: а) ( )∑
=

∞→ +
++n

kn k
kk

0

2

!2
13lim ,  

                                        б) ( )∑
=

∞→ +
+++n

kn k
kkk

1

23

!3
5116lim . 

   8.13 Знайти x , якщо 2013...lim =
∞→ 444 3444 21

радикалівn
n

xxxx . 
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   8.14 Послідовність { }na  задана умовами: 

1,
1

2,0 211 ≥
+

=> + n
a

aaa
n

n
n . 

Довести, що ця послідовність збіжна і знайти її границю. 
   8.15 Знайти границі: 

а) 
321

876

n

n

n 7...777
7...77...777777lim

1−

∞→

++++ , б) 
321

876

n

n

n 8...888
3...33...333333lim

1−

∞→

++++ . 

   8.16 Знайти границю ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

+
+

+
+

∞→ nnnnn 2
1...

2
1

1
11lim . 

   8.17 Знайти границю ( )
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
++−+−+−

−

∞→ n

n

n

11...
6
1

5
1

4
1

3
1

2
11lim . 

   8.18 Нехай ( ) Nn
n

nan ∈
⋅⋅⋅⋅
−⋅⋅⋅⋅

= ,
2...642

12...531 . Знайти nn
a

∞→
lim . 

   8.19 Знайти границю ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
−

⋅⋅
+
−

⋅
+
−

∞→ 1
1...

13
13

12
12lim 3

3

3

3

3

3

n
n

n
. 

   8.20 Довести, що послідовність K,

2
12

12,
2
12,2

+
++  

має границю і знайти цю границю. 
   8.21 Довести, що послідовність { }na , яка задана умова-

ми: 
4

3,0 1
0

+
== −n

n
aaa , має границю і знайти її. 

   8.22 Знайти границі: а) 
( )

∑
+

=
∞→

2

2

1 1lim
n

nk
n k

;   б) ∑
=

∞→ +

n

kn nk1
2

1lim . 

   8.23 Довести, що послідовність 
44444 344444 21

K

коренівn

n cccccx +++++=  

збіжна і знайти її границю. 
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   8.24 Числова послідовність { }nx  визначена так: 00 >x  – 

довільне, ( )
K,2,1,0,

3
3

2

2

1 =
+
+

=+ n
ax
axxx

n

nn
n , де a  – дане     

додатне число. Довести, що axnn
=

∞→
lim . 

   8.25 Нехай ( ) K,2,1,
3

,2,1 11 =
−

=∈ + n
a

aaa
n

n
n . Довести, 

що послідовність { }na  збіжна та знайти її границю. 
 

   8.26 Нехай 
444 3444 21

радикалівn

nx 3 3 3 6...66 +++= . Знайти границю 

( )n
n

n
x−

∞→
26lim . 

   8.27 Нехай a  і b  – цифри, 0,0 ≠≠ ba . Знайти границю 

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+++−

∞→ 43421
цифрn

n

n
abababababab

2

2 ......10lim . 

   8.28 Послідовність { }nx  задана умовами:   

( )1
34
1,2013 11 ≥
−

== + n
x

xx
n

n . 

Знайти nn
x

∞→
lim . 

 

   8.29 Знайти границю послідовності { }nx , яка задається 
умовами:     

              2,
13
12,

3
12,2

1
121 ≥

+
+=+==

−
+ n

x
xxx

n
n . 

 

   8.30 Послідовність { }na  задана початковими умовами 
00 =a , 11 =a  та рекурентним співвідношенням 

0,
2

1
2 ≥

+
= +

+ n
aa

a nn
n . Знайти nn

a
∞→

lim . 
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   8.31 Знайти границю  

                     ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++++++

∞→ n
n

nnnn
121111lim K . 

   8.32 Знайти границю  
                  ( )( )( ) 1,ln1ln1ln1lnlim >++++

∞→
xx

разівn
n 44444 344444 21

K . 

   8.33 Послідовність{ }nx  задана умовами: 20131 =x , 

1,
2
2

1 ≥=+ nx
nxn . Знайти nn

x
∞→

lim . 

   8.34 Знайти границю ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅⋅⋅

∞→ nn

xxx
2

cos
4

cos
2

coslim K . 

   8.35 Знайти границю ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++

∞→ n
nb

n
b

n
b

n
b

n
sin2sinsinlim K . 

   8.36 Знайти границю ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
++

+
+

+∞→ 2222

1
4

1
1

1lim
nnnnn

K . 

   8.37 Нехай S  – площа круга, обмеженого колом Q , nσ  – 
площа правильного n -кутника, вписаного в Q , nS  – пло-
ща правильного n -кутника, описаного навколо Q . Знайти  

SS
S

n

n

n −
−

∞→

σ
lim . 

   8.38 а) Послідовність { }na , ,n N∈  задано за допомогою 
рекурентної формули: 21 45 −− −= nnn aaa , 3≥n , aa =1 , 

ba =2 . Знайти lim
4

n
nn

a
→∞

. 

   б) Послідовність { }na , ,n N∈  задано за допомогою реку-
рентної формули: 21 34 −− −= nnn aaa , 3≥n , aa =1 , ba =2 . 

Знайти lim
3

n
nn

a
→∞

. 
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   в) Послідовність { }na , ,n N∈  задано за допомогою реку-
рентної формули: 21 23 −− −= nnn aaa , 3≥n , aa =1 , ba =2 . 

Знайти lim
2

n
nn

a
→∞

. 

   8.39 Послідовність { }na  задана наступним чином: 

6,1 21 == aa , 3,3013 21 ≥−= −− naaa nnn . Знайти n
n

n

a
10

lim
∞→

. 

   8.40 Знайти границю 
n
nn

n

!lim
∞→

. 

   8.41 Послідовність { }na  задана наступними умовами: 

1,1,1 10 ≥+== − nnaaa nn . Знайти 
!

lim
n
an

n ∞→
. 

   8.42 Знайти границі  а) ( )nn
n

+
∞→

22sinlim π ;  

                                        б) ( )nn
n

2coslim 22 +
∞→

π . 

   8.43 Знайти границю ( )3 232 2coslim nnn
n

ππ ++
∞→

. 

   8.44 Нехай функція ( )xf  має в точці a  похідну ( )af ′  і 

( ) 0≠af . Знайти ( )

n

n af
n

af

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

∞→

2

lim . 

   8.45 Послідовність { }ny  задана рекурентним співвідно-
шенням: 2,5,05,1,5,2,1 2110 ≥−=== −− nyyyyy nnn . Знай-
ти явний вираз для ny  та обчислити границю nn

y
∞→

lim . 

   8.46 Послідовність { }nx  визначена умовами: ax =0 , 

bx =1 , ( ) 1,
2

121
1 ≥

−+
= −

+ n
n

xnxx nn
n . Знайти границю nn

x
∞→

lim . 
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9 Функції однієї змінної: границя, похідна, 
властивості, графіки 

   9.1 Довести, що xarctgy −=
21
π  і 

x
y 1

2 =  є еквівалент-

ними нескінченно малими при ∞+→x . 

   9.2 Знайти границю x x

x
excos1 2

0
1lim −

→
+ . 

   9.3 Знайти границю 3 sin1lim
0

x

x
xx +−

→
. 

   9.4 Визначити λ  і μ  таким чином, щоб мала місце     

рівність ( ) 01lim 3 3 =−−−
∞→

μλxx
x

 

   9.5 Знайти границю x

x

x e
x

2

11
lim

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+∞→
. 

   9.6 Нехай ( )xf  – диференційовна функція і ( ) 10 =′f . 

Знайти   ( )∑
=

→
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

2013

00 2
11lim

k
k

k

x

xf
x

. 

   9.7 Знайти границю 
x

x x
xtg

1

12
lim ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

++∞→

π . 

   9.8 Нехай naaa ,,, 21 K  – додатні числа. Знайти границю 
tt

n
tt

t n
aaa

1

21

0

...
lim ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +++
→

. 

   9.9 Нехай функція ( )xf  диференційовна на [ ]1,0  і 
( ) ( ) 01,10 =′=′ ff . Довести, що ( ) ccf =′  в деякій          

точці ( )1,0∈c . 
   9.10 Нехай  

( )
171312
13353

111

852

32

−−−
−−−=

xxx
xxxxf  . 
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Довести, що знайдеться ( )1,0∈c  таке, що ( ) 0=′ cf . 
   9.11 Нехай функція ( )xf  диференційовна на відрізку 
[ ]ba , , причому 0>ab . Довести, що існує [ ]bac ,∈  таке, 
що  

( ) ( ) ( ) ( )cfccf
bfaf

ba
ba

′−=
−
1 . 

   9.12 Функція ( )xf   неперервна  на [ ]1,0  і диференційо-
вна на ( )1,0 . Довести, що якщо ( ) ( ) 010 == ff , то 

( ) ( )xfxf =′  в деякій точці ( )1,0∈x . 
   9.13 Нехай ( )xf  – функція, яка має неперервні похідні 
до 1+n -го порядку включно і 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ab

afafaf
bfbfbf

n

n

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++′+
++′+

...

...ln , 

де ba< . Довести, що знайдеться ( )bac ,∈  таке, що 
( ) ( ) ( )cfcf n =+1 . 

   9.14 Функція ( )xf  визначена і диференційовна на відрі-
зку [ ]a,0 , причому ( ) 00 =f . Довести, що для будь-якого 

( )∞+∈ ,0b  на відрізку [ ]a,0  знайдеться точка 0x  така, що 
( ) ( ) ( )000 xfxaxbf ′−= . 

   9.15 Відомо, що yx eyex +=+ . Чи випливає звідси, що 
yx sinsin = ? 

   9.16 Чи існує нелінійна функція, визначена на всій дійс-
ній осі і яка має похідні всіх порядків, так, що при будь-
якому k  її k -та похідна всюди за абсолютною величиною 
не перевищує k21 ?   
   9.17 Функція ( )xf  визначена на всій дійсній осі. Відо-
мо, що для всякого x  і для всякого 0>h  
( ) ( ) 2hhxfhxf <−−+ . Довести, що ( ) constxf ≡ . 
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   9.18 Нехай ( )xf  – двічі диференційовна на ( )∞+,0    
функція і нехай для всіх 0>x  виконуються нерівності 
( ) Axf ≤ , ( ) Bxf ≤′′ . Довести, що ( ) ABxf 2≤′             

на ( )∞+,0 . 
   9.19 Знайти всі визначені на дійсній осі двічі диференці-
йовні функції ( )xf  такі, що ( ) ( ) 0=′′′ xfxf  для кожного x . 
   9.20 Функція ( )xf неперервна на [ ]ba , , двічі неперерв-
но диференційовна на ( )ba , , задовольняє рівнянню 

( ) ( )xfexf x ⋅=′′  і умовам ( ) ( ) 0== bfaf . Знайти ( )xf . 
   9.21 Нехай ( )xf  – неперервна на всій числовій осі фун-
кція. Чи завжди існують неперервні функції ( )xg  і ( )xh  
такі, що для всіх Rx∈   

( ) ( ) ( ) xxhxxgxf cossin += ?  
   9.22 Чи існує така неперервна на всій дійсній прямій 
функція ( )xf , що ( )( ) xexff −=  для всіх x ?    
   9.23 Функція ( )xf  визначена для всіх дійсних значень 
аргументу і приймає дійсні значення, причому  

( ) ( ) ( )( )2

2
1 xfxfaxf −+=+ , 

де 0>a . Довести, що функція ( )xf  періодична. (Навести 
приклад такої функції, відмінної від тотожної константи, 
при 1=a ). 
   9.24 Чи існує функція, визначена на [ ]1,0  і необмежена 
в околі будь-якої точки цього відрізка? 
   9.25 Графік неперервної функції ( )xfy =  вгнутий і 

( ) 00 =f . Довести, що ( )
x
xf  зростає при 0>x . 

   9.26 Чи існує неперервна функція RRf →:  така, що 
при раціональному ( )xfx  ірраціональне, а при ірраціо-
нальному ( )xfx  раціональне? 
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   9.27 Нехай ( )xf  і ( )xg  – визначені на всій числовій 
прямій періодичні функції. Відомо, що 

( ) ( )( ) 0lim =−
+∞→

xgxf
x

. Довести, що ( ) ( )xgxf ≡ . 

   9.28 Чи може графік неперервної функції RRf →:  пере-
тинати кожну невертикальну пряму нескінченне число раз? 

   9.29 Довести рівність ( ) ( ) 1

111

1 +

−

−= n

x
n

n

xnn

x
e

dx
exd . 

   9.30 Довести, що не існує многочлена ( )xF , який задо-
вольняє при всіх дійсних x  нерівності 

( ) ( ) ( ) ( )xFxFxFxF ′′′⋅>′′⋅′ . Навести приклад функції ( )xF  з 
такою властивістю. 
   9.31 Чи може періодична функція ( )xf  для всіх Rx∈  
задовольняти умові ( ) ( ) 0>⋅′′ xfxf ? 
   9.32 Нехай функція ( )xf  двічі неперервно диференці-
йовна на [ ]1,0  і задовольняє умовам: 1) ( ) ( ) 100 =′= ff ;   

2) ( ) 0≥′′ xf  для будь- якого ( )1,0∈x ;  3) ( )
2
31

0

=∫ dxxf .  

Визначити функцію ( )xf . 
   9.33 Чи існує функція на [ ]2,0 , яка задовольняє наступ-
ним умовам: ( )xf  неперервно диференційовна на [ ]2,0 ;  

( ) ( ) 120 == ff ;  ( ) 1≤′ xf ;  ( ) 1
2

0

≤∫ dxxf ?  

   9.34 Нехай RRf →:  – диференційовна функція. Дове-
сти, що знайдеться точка [ ]1,0∈t  така, що  

                      ( ) ( ) ( )tftff ′⋅−=− 21
2

01 π . 

   
   Побудувати графіки функцій (9.35-9.43). 
   9.35 xy n

n

2sinlim
∞→

= .                 9.36 ( ) n

n
xarctgxy 1lim −=

∞→
. 
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   9.37 n

n
n

n

xxy ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++=

∞→ 2
1lim

2

.   9.38 xex
xy αα −+

=
+∞→ 21

lim . 

   9.39 ( )xy arccos2cos= .            9.40 ( )xarctgtgy 3= .     

   9.41 ( )xxeey cossinlog += .                9.42 
x
xarctgy

−
+

=
1
1 . 

9.43 ( )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠
=

.01
,01

xпри
xприxxf

x

 

 
10 Інтеграли 

   10.1 Знайти первісну для функції ( )
( )2

2

cossin xxx
xxf
+

= . 

   10.2 Знайти невизначений інтеграл 3 3cos sin
dx

x x+∫ . 

   10.3 Знайти ( )[ ]∫
−+

dx
xxarctgx

x
22

2

1
. 

   10.4 Знайти ∫
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+ dxe

x
x x

x 111 . 

   10.5 Знайти ∫ +
− dx

x
x

1
1 . 

   10.6 Знайти ∫ +
+ dx

xx
xxx

22 cos
cossin . 

   10.7 При яких a  “береться” інтеграл ∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + dxe

x
a

x
x

2

1 ? 

   10.8 При якій умові інтеграл ∫ +−
+++ dx

xx
dcxbxax

12 24

23

 є  

раціональною функцією? 

   10.9 Обчислити ( )( )∫
− ++

1

1
2

2

1sin1
cos dx

xx
x . 
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   10.10 Обчислити ∫
− +

++1

1

22

1
1dx

e
xxe

x

x

. 

   10.11 Обчислити ∫
− +

+−+2

2
2

35

4
1sin23 dx

x
xxx . 

   10.12 Обчислити ( )∫
−

+
1

1

2013 1ln dxex x . 

   10.13 Обчислити 
( )∫

− ++

1

1
2 11 xe

dx
x

. 

   10.14 Обчислити 
( )∫

++

2lg

5,0lg
2 1110 x

dx
x

. 

   10.15 Обчислити ( )∫
− +

4

4 cos1

π

π xe
dx

x . 

   10.16 Обчислити ∫ +−

+π

ππ0
22

2

2
sin23

dx
xx

x

. 

   10.17 Обчислити ∫ −−

+π

ππ0
22

2

2
2

cos41
dx

xx

x

. 

   10.18 Обчислити ∫ −−
−2

0
22

2

2
3sin4π

ππ
dx

xx
x . 

   10.19 Обчислити ∫ +−
+2

0
22

2

24
cos43π

ππ
dx

xx
x . 

   10.20 Обчислити ∫
+−

+π

π0
2

2

9
2

sin43
dx

xx

x

. 

   10.21 Обчислити ∫
+−

π

ππ0
22

2

2
2

cos
dx

xx

x

. 
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   10.22 Обчислити ∫
+−

−2

0
22

2

22

cos2π

ππ
dx

xx

x . 

   10.23 Обчислити ∫
+−

+2

0
22

2

23

sin25π

ππ
dx

xx

x . 

   10.24 Обчислити ∫
+−

+π

π0
2

3

4

cos21 dx
xx

x . 

   10.25 Обчислити ∫
+−

+π

ππ

2

0
22

5

23

sin34 dx
xx

x . 

   10.26 Обчислити інтеграл  
( )

( ) ( )∫ ++−

−2

0 1sin3sin
3sin

xx
dxx

. 

   10.27 Обчислити інтеграл ( )
( )∫ +
−1

0
31

1
x

dxex x

. 

   10.28 Обчислити інтеграл 
( )∫ +

1

0
21x

dxxex

. 

   10.29 Обчислити інтеграл ∫ +

2

0
20131

π

xctg
dx . 

   10.30 Обчислити ( )∫ +
2

4

1ln
π

π

dxxctg .  

   10.31 Обчислити  ( )
∫ +

+1

0
21
1ln dx

x
x .  

   10.32 Обчислити ∫
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

π

0 2

2
cos

sin dx
xch

xx . 

   10.33 Нехай ( )xf  – неперервна функція. Обчислити 
( )

( ) ( )∫ −+−
−b

a

dx
xbfaxf

axf . 
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   10.34 Обчислити ∫ −+

4

0 sincos
cosπ

dx
xxe

x
x . 

   10.35 Довести, що для всякої непарної функції ( )xf  при 
будь-якому 0>a  має місце рівність 

( ) ( )
a

xfxf
dxa

a

=
+++

∫
−

211
. 

   10.36 Обчислити ( ) ( )∫ −⋅−

b

a xbax
dx

coscos
. 

   10.37 Обчислити 
( )∫

+

2

0
21

π

xtg
dx . 

   10.38 Нехай ( )xf  – неперервна, диференційовна і моно-
тонно зростаюча функція на [ ]ba , , ( )xg  – функція обер-
нена до ( )xf . Довести, що   

( ) ( )
( )

( )

( ) ( )aafbbfdxxgdxxf
bf

af

b

a

−=+ ∫∫ . 

   10.39 Довести, що 0>∀a  і Ν∈∀n   

                             ( ) 012
1

0

12 2

=−∫ −+ dxax xxn .  

   10.40 Нехай лінія ( )xfy =  симетрична відносно точки 

( )baC ,  і неперервна. Довести, що ( ) abdxxf
a

2
2

0

=∫ . 

   10.41 Обчислити ( )∫
π

0

cos dxxarcctg . 

   10.42 Обчислити ( )∫
2

0

sinln
π

dxx . 

   10.43 Обчислити ( ) ( )
( )∫ +

+++1

0

2

1
1lnln dx

xx
xxxx . 
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   10.44 Обчислити інтеграл ∫ −

π

0

2

cos1
dx

x
x . 

   10.45 Обчислити ( )
∫

− +

2

2 12
coslnπ

π

dxx
x . 

   10.46 Функція ( )xf  неперервна на відрізку [ ]1,0 .       

Довести, що    ( ) ( )∫∫ =
ππ π

00

sin
2

sin dxxfdxxxf . 

   10.47 Парна функція ( )xf  неперервна на відрізку 

[ ]1,1− .  Довести, що  ( ) ( )∫∫ =
ππ π

00

cos
2

cos dxxfdxxxf . 

   10.48 Довести, що для будь-якого цілого n  справедлива 

рівність                ( ) 0sinsin
2

0

=+∫
π

dxnxx .  

   10.49 Обчислити ∫ ∈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛2

0

2

,
sin

sinπ

ϕ
ϕ
ϕ Nndn . 

   10.50 Обчислити ∫
π2013

0 sin
2013sin dx

x
x . 

   10.51 Обчислити )0,0(
ln

1

0

>>
−

∫ badx
x
xx ab

. 

   10.52 Довести, що при 1>a  справедлива рівність 

( ) 0coscos
2

0

2 =⋅∫ −
π

dxxax a . 

   10.53 Знаючи, що ( )
12

1ln 21

0

π
=

+
∫ dx

x
x , обчислити 

( )
∫

−1

0

31ln dx
x

x . 
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   10.54 Обчислити ( ) ( )0ln

0
44 >

+
+

∫
+∞

adx
ax

xcbx . 

   10.55 Обчислити ( ) ( )0
10

12 >
+∫

+∞

+ mdx
x

xarctgx
m

m

. 

   10.56 Обчислити ∫
+∞

+0
2

2

1
dx

x
xarctg . 

   10.57 Обчислити ( )( )∫
+∞

++0
20132

2013

11 xx
dxx . 

   10.58 Довести, що ( )( )∫
+∞

++0
2 11 αxx
dx  не залежить від    

величини α . 

   10.59 Обчислити ( )( )∫
+∞

++0
20144 11

dx
xx

x . 

   10.60 Довести, що ( )( )∫
+∞

∞− ++ xax
dx

11 2  не залежить від     

величини a . 

   10.61 Довести, що невласний інтеграл ∫
+∞

+0
22

ln dx
ax
x  

( 0>a ), збіжний і знайти його значення. 

   10.62 Обчислити  0,0,1
1

1
1

1

0

>>⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

+∫
+∞

βαβα dx
xxx

. 

   10.63 Обчислити невласний інтеграл 2
0

1 11 arctgx dx
x x

+∞ ⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ . 

   10.64 Знайти границі: а) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+∫

+

∞→

1

5
4

1
lim

n

n
n x

dxxn ;  

                                    б) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+∫∞→

n

n
n x

dxxn
2

5
3

1
lim . 
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   10.65 Знайти границю ∫
+∞

∞→ +0
21

lim nn x
dx . 

   10.66 Нехай ( )xf  – неперервна на [ ]1,0  функція і для 
будь-яких [ ]1,0, ∈yx  виконана нерівність ( ) ( ) 1≤+ xyfyxf . 

Довести, що ( )
4

1

0

π
≤∫ dxxf . 

   10.67 Нехай функція ( )xf  неперервна на півосі ( )∞+,0  
разом з похідними ( ) ( )xfxf ′′′ , , причому ( ) 0>≥αxf  і ін-

теграл ( )∫
+∞

′′
0

dxxf  збігається. Довести збіжність інтеграла 

( )( )
( )( )∫

+∞ ′

0
2013

2

dx
xf

xf . 

 
11 Ряди 

   11.1  Дослідити на збіжність ряди: 

а) ∑
∞

=1
ln10n

n

n ;       б) ∑
∞

=1
ln

2

10n
n

n ;       в) ( )∑
∞

=3
lnln10

1
n

nn
. 

   11.2 Дослідити на збіжність ряди: 

а) ∑
∞

=1

10

3

2n
n

n ;     б) ( )∑
∞

=2 !ln
1

n n
;     в) ∑

∞

=1

1
n

n nn
;     г) ∑

∞

= −1
2 ln

1
n nn

.   

   11.3 Чи збігається ряд ∑
∞

= ++++1 ...321
1

n n
? 

   11.4 Дослідити на збіжність ряд 
( )
( )∑

∞

=

−

1 !!2
!!12

n n
n

 ( ( ) !!12 −n  

означає добуток всіх непарних натуральних чисел від 1 до 
12 −n  включно, а ( ) !!2n  – добуток всіх парних натуральних 

чисел від 2 до n2  включно). 
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   11.5 Дослідити на збіжність ряд ∑
∞

=1
2

1
n nx

, де nx  – додатні 

корені рівняння xtgx = , занумеровані в порядку зростання. 

   11.6 Дослідити на збіжність ряд ∑
∞

=1n
na , де 11 =a , 

nn aa cos1 =+ . 

   11.7 Дано ряд ( )0
1

>∑
∞

=
n

n
n aa . Нехай існує 

( )
q

n
an

n
=

∞→ ln
1ln

lim . 

Довести, що при 1>q  ряд збіжний, а при 1<q   розбіжний. 

   11.8 Ряд ∑
∞

=1n
na  ( 0>na ) збіжний. Довести, що ряд ∑

∞

=1n

n

n
a

 

теж збіжний. 

   11.9 Чи збігається ряд ∑
∞

=

−

1

1

n
nu , де ,2,1 21 == uu  

12 −− += nnn uuu  при 3≥n ? 
   11.10 Дослідити на збіжність ряд  

                                  ( )∑
∞

=

+
1

22cos
n

nnπ . 

   11.11 Навести приклад такого збіжного ряду ∑
∞

=1n
na , що 

ряд ∑
∞

=1
ln

n
n na  розбіжний.  

   11.12 Дослідити на абсолютну та умовну збіжність чис-

ловий ряд ( )∑
∞

=

+
1

2cos
n

nnπ . 

   11.13 Дослідити на абсолютну та умовну збіжність чис-

ловий ряд ( )∑
∞

=

+
1

2cos1
n

nn
n

π . 
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   11.14 Для всіх дійсних значень x  дослідити збіжність 

ряду ( )3 3

1

1
n

x
n n

∞

=

+ −∑ . 

   11.15 Для всіх дійсних значень x  дослідити збіжність 

ряду ( )
1

1 sin 1
x

n
n n

n

∞

=

⎛ ⎞− + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ . 

   11.16 Знайти суму ряду ( )∑
∞

=

++−+
1

122
n

nnn . 

   11.17 Знайти суму рядів: а) ( ) ( )∑
∞

= +++1 11
1

n nnnn
;   

                                            б) 
( ) ( )∑

∞

= +++++1 1221
1

n nnnn
. 

   11.18 Знайти суму рядів: а) ∑
∞

=1
2

2
n n

arctg , б) ∑
∞

=1
22

1
n n

arctg  . 

   11.19 Знайти суму рядів: а) ( )∑
∞

= +
−−+

1

22

1
12arcsin

n nn
nnn ;  

                                                б) 
( )∑

∞

= +
−−

1 1
1arcsin

n nn
nn . 

   11.20 Знайти суму рядів: а) 
( )

( )∑
∞

= +

−+

1 1
11

arccos
n nn

nn
; 

                                       б) 
( ) ( )( )

( )∑
∞

= +
++−+

1 1
2111

arccos
n nn

nnnn
. 

   11.21 Знайти суму ряду ∑
∞

=

−

1 2
12

n
n

n . 

   11.22 Знайти суму ряду ∑
∞

=1

2

3n
n

n . 

   11.23 Відомо, що 
6

1 2

1
2

π
=∑

∞

=n n
. Знайти:   
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а) 
( )∑

∞

= −1
212

1
n n

;               б) ( )∑
∞

=

−−

1
2

11
n

n

n
. 

   11.24 Довести збіжність ряду 
( )∑

∞

= −
−

1
22 12

14
n nn

n  і виразити 

його суму через суму ряду S
nn

=∑
∞

=1
2

1 . 

   11.25 Нехай { }nu  – послідовність Фібоначчі ( ,121 == uu  

3,12 ≥+= −− nuuu nnn ). Довести, що ряд ∑
∞

=

−

1
2

n
n

n u  збіжний і 

знайти його суму. 

   11.26 Знайти суму ряду ( )∑
∞

= +1 21
1

n
nnn

. 

   11.27 Знайти 
...

!15!11!7!3
1

...
!13!9!5

1
1284

1284

++++

++++

πππ

πππ

. 

   11.28 Знайти 
...

!142!102!62!2
1

...
!122!82!42

1

12

12

8

8

4

4

12

12

8

8

4

4

+
⋅

+
⋅

+
⋅

+

+
⋅

+
⋅

+
⋅

+

πππ

πππ

. 

   11.29 Знайти 
...

642

...
53lim 642

53

1
+++

+++

→ xxx

xxx

x
. 

   11.30 Довести ірраціональність числа 
( )∑

∞

=1
2!

1
n n

. 

   11.31 Довести рівність ∑∫
∞

=

−− =
1

1

0 n

nx ndxx . 

   11.32 Довести рівність ( )∑ ∫
∞

=

−+

=
+0 0

22
12 22

!!12n

x txn

dtee
n
x . 
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   11.33 Розкласти в ряд за степенями x  функцію 

( ) ∫=
x

dt
t

txf
0

2sin  і вказати інтервал збіжності цього ряду. 

   11.34 При яких дійсних x  збігаються ряди:     

а) ( )∑
∞

=1
sin

n
nx  ?                 б) ( )∑

∞

=1
cos

n
nx ? 

   11.35 Нехай ( ) ( )∑
∞

= +
=

0 !
1

n xnn
xf . Знайти ( )5f . 

   11.36 Обчислити інтеграл ∫
∞

+0 1xe
dxx  , якщо відомо, що 

6
1 2

1
2

π
=∑

∞

=n n
. 

   11.37 Знаючи, що ( )
12

1 2

1
2

1 π
=

−∑
∞

=

−

n

n

n
, обчислити 

( )
∫

+1

0

1ln dx
x

x . 

   11.38 Знайти суму ряду ∑
∞

=

+

1

2

!2
1

n

n
n x

n
n . 

   11.39 Знайти суму ряду ( ) ( )∑
∞

=

−

0

3 3cos
3
1

n

n
n

n

x . 

   11.40 Знайти суму ряду ∑
∞

=1

3

3
sin3

n
n

n x . 

   11.41 Знайти суму ряду 
4

0,
22

1
1

π
≤≤∑

∞

=

xxtg
n

nn . 

   11.42 Знайти суму ряду ( )∑
∞

=0

3

!3n

n

n
x . 

   11.43 Знайти суму ряду ( )
( )∑

∞

=

−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
−−

1
2

1

1
11ln1

n

n

n
. 
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   11.44 Нехай ( ) 21
1

xx
xxf
++
+

= . Знайти ( ) ( )0nf . 

   11.45 Нехай ( ) 2

2

1
1

xx
xxxf

++
+−

=  . Знайти ( ) ( )0nf . 

   11.46 Нехай ( ) xxxf 2cos2= . Знайти ( ) ( )010f . 

   11.47 Нехай ( ) 2

5

2012 x
xxf
+

= . Знайти ( ) ( )02013f . 

 
12 Диференціальні рівняння 

   12.1 Розв’язати диференціальне рівняння 22
1

yxdx
dy

−
= . 

   12.2 Розв’язати задачу Коші ( ) 11,012 ==−++′ yxyyyx . 
   12.3 Розв’язати диференціальне рівняння  
                              ( ) ( )xqxpey y =+′ . 
   12.4 Розв’язати диференціальне рівняння  
                              yxyy sincos −=′ . 

   12.5 Розв’язати диференціальне рівняння 
23 13
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −+
=′

y
yxy . 

   12.6 Розв’язати диференціальне рівняння  
y

xxy
3

+=′  . 

   12.7 Розв’язати диференціальне рівняння  
                            ( ) 03 24 =+− xydxdyxy . 
   12.8 Розв’язати диференціальне рівняння  

                             246

3
2 yyxyxy +−=′ . 

   12.9 Знайти інтегральну криву рівняння  
( ) ( ) 022 3223 =−+− dyxyxdxyyx , 

що проходить через точку ( )1,1 . 
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   12.10 Знайти інтегральні криві рівняння 
( ) 032 =+− dxxyyxdy , які перетинають пряму 1=x  під 

прямим кутом. 
   12.11 Знайти інтегральні криві рівняння 

( ) 032 =+− dxxyyxdy , дотичні до яких в точці з абсцисою 
1=x  утворюють з додатним напрямом осі Ox  кут 045 . 

   12.12 Знайти розв’язок диференціального рівняння 
2... xxyyy +=+′′′+′′+′ , який задовольняє умову 0=y  при 

0=x . 
   12.13 Розв’язати задачу Коші: 

( ) ( ) 02 223 =−++ dxyxydyxyx , 1=y  при 1=x . 
   12.14 Два тіла нагріли до 0100 C , а потім помістили в се-
редовище, температура якого підтримується постійною і 
дорівнює 00 C . Через 10 хвилин після початку охолодження 
тіл температура першого знизилася до 080 C , а температура 
другого – до 064 C . Через скільки хвилин від початку охо-
лодження тіл температура одного з них буде на 025 C  біль-
ше, ніж температура іншого, якщо швидкість зміни темпе-
ратури тіла пропорційна різниці температур тіла і навколи-
шнього середовища?  

   12.15 Знайти найбільше значення функції ( )
y

xxf
−

=
1

4 , де 

( )xyy =  – розв’язок задачі Коші ( )( ) ( )2211 22 +=′−+ xxyyyx , 
( ) 21 −=y . 

   12.16 Знайти найбільше значення функції ( )
y

xxf
−

=
1

4 , де 

( )xyy =  – розв’язок задачі Коші ( )( ) ( )4213 22 +=′−+ xxyyyx ,  
( ) 41 −=y . 

   12.17 Розв’язати диференціальне рівняння 
( )( ) 1331sin 32 +−=′+− xyxyyxy . 

   12.18 Розв’язати задачу Коші  
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02ln2
2

=
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ dy

y
xxdxy

y
xy , ( ) 12 =y . 

   12.19 Довести, що всякий розв’язок диференціального 

рівняння 
xxdx

dy
cos2

1
4 ++

=  обмежений. 

   12.20 Довести, що всі розв’язки диференціального рів-

няння 221
1

yx
y

++
=′  обмежені на всій осі Ox . 

   12.21 Довести, що рівняння ( )xqayy =+′ , де a  – постій-
на, відмінна від нуля, а ( )xq  періодична з періодом T  функ-
ція, має один періодичний розв’язок (з тим же періодом T ). 

   12.22 Задано рівняння ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=′

y
x

x
yy ϕ . Якою повинна бути 

функція ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
y
xϕ , щоб загальним розв’язком даного рівняння 

було 
Cx
xy

ln
=  ? 

   12.23 Відомо, що ( ) xtgxxf 22 2cossin +=′ . Знайти ( )xf  
при 10 << x . 
   12.24 Нехай в диференціальному рівнянні 

( ) ( )xfyxay =+′  функції ( )xa  і ( )xf неперервні на 
[ )∞+,0 , причому ( ) [ )∞+∈∀>≥ ,00 xcxa . Довести, що з 
обмеженості на [ )∞+,0  функції ( )xf  випливає обмеже-
ність на тому ж проміжку будь-якого розв’язку рівняння. А 
якщо ( ) 0→xf  при ∞+→x , то кожний розв’язок цього 
рівняння прямує до нуля при ∞+→x . 
   12.25 Знайти загальний розв’язок рівняння  
                                           yxyxy ′′+′= 2 . 
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   12.26 Функція ( )xf  неперервна на [ ]ba , , двічі неперер-
вно диференційовна на ( )ba , , задовольняє рівнянню 

fef x=′′  і умовам ( ) ( ) 0== bfaf . Знайти ( )xf  . 
   12.27 Чи може функція xx sin2  бути розв’язком на ін-
тервалі ( ) ( )0, >− aaa  рівняння ( ) ( ) 0=+′+′′ yxqyxpy  з 
коефіцієнтами, неперервними на цьому інтервалі ? 
   12.28 Чи може функція xy cos1−=  бути розв’язком на 
інтервалі ( ) ( )0, >− aaa  рівняння ( ) ( ) 0=+′+′′ yxqyxpy , 
де коефіцієнти ( ) ( )xqxp ,  є функціями, неперервними на 
цьому інтервалі ? 
   12.29 Виразити через елементарні функції і інтеграли 
від них загальний розв’язок диференціального рівняння 

0=−′−′′ yyxy . 
   12.30 Точка рухається по прямій так, що середня швид-
кість за будь-який проміжок часу дорівнює середньому 
арифметичному швидкостей на кінцях проміжку. Довести, 
що точка рухається з постійним прискоренням. 
   12.31 Знайти всі парні та непарні функції, які є 
розв’язками диференціального рівняння 0sin =+′+′′ yyy . 
   12.32 Знайти всі двічі диференційовні на [ ]1,0  функції 
( )xy  такі, що ( ) ( ) 010 == yy  і які задовольняють диферен-

ціальне рівняння ( ) 2013

12 xyyexy ⋅+=′′ . 
   12.33 Нехай ( )xy  – розв’язок задачі Коші 

( ) ( ) 00,10,2 =′==′′ yyyxy . 
Показати, що ( ) 0>xy  при всіх x . 
   12.34 Розв’язати диференціальне рівняння  

( ) 20132 2 +′′+′=′′+′ yxyyyy . 
   12.35 Довести, що два розв’язки диференціального    
рівняння 

( ) ( ) 021 =+′+′′ yxpyxpy  
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з неперервними коефіцієнтами, які мають максимум в од-
ній і тій же точці, лінійно залежні. 
   12.36 Знайти загальний розв’язок рівняння  

                                   02
2

2

=++ y
dx
dy

xdx
yd . 

   12.37 Розв’язати систему  
( )

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=′+′

′
+′=

′
+′′

,1

,
2

yxyx
y
yxx

y
yy

 

де yx ,  – функції t . 
 

13  Функційні рівняння 
   13.1 Розв’язати функційне рівняння в класі неперервних 
на R  функцій: 

( ) ( ) ( )yfxfyxf +=+ ,   RyRx ∈∀∈∀ , . 
   13.2 Знайти усі неперервні на R  функції, для яких 

( ) ( ) ( )yfxfyxf +=++ 122 ,   RyRx ∈∀∈∀ , . 
   13.3 Розв’язати функційне рівняння в класі неперервних 
на [ )∞+=+ ,0R  функцій: 

( ) ( ) ( ) ( )yfxfyxfyxf ⋅=−−+ 4 ,   0≥≥∀ yx . 
   13.4 Знайти усі неперервні на R  функції, для яких 

( ) ( ) ( )yfxfyxf ⋅=+ ,   RyRx ∈∀∈∀ , . 
   13.5 Розв’язати функційне рівняння в класі неперервних 
на ( )∞+,0  функцій: 

( ) ( ) ( )yfxfyxf +=⋅ ,   0,0 >∀>∀ yx . 
   13.6 Знайти усі неперервні на R  функції, для яких 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )yfxfyxxyfyxf ⋅+=+ ,   RyRx ∈∀∈∀ , . 
   13.7 Розв’язати функційне рівняння в класі неперервних 
на ( )∞+,0  функцій: 

( ) ( ) ( )yfxxfyyxf αα +=⋅ ,   0,0 >∀>∀ yx . 
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   13.8 Розв’язати в класі всіх многочленів функційне    
рівняння 

( ) ( ) ( ) ( )yxxyyfxfyxf +++=+ 3 ,   RyRx ∈∀∈∀ , . 

   13.9 Розв’язати функційне рівняння ( ) ( ) ( )
( ) ( )yfxf

yfxfyxf
+
⋅

=+  

в класі неперервних на деякому інтервалі функцій.   

13.10 Розв’язати функційне рівняння ( ) ( ) ( )
( ) ( )yfxf

yfxfyxf
⋅−

+
=+

1
 

в класі неперервних і строго монотонних на деякому      
інтервалі функцій.   
   13.11 Розв’язати функційне рівняння   

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

+
13
1

x
xxfxf ,   

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧∈∀

3
1\Rx . 

   13.12 Розв’язати функційне рівняння   
( ) ( ) ( ) 221223 +−=++−− xyyxfyxfyf , RyRx ∈∀∈∀ , . 

   13.13  Розв’язати функційне рівняння   
( ) ( )( )322 yxfyxf +=− ,   RyRx ∈∀∈∀ , . 

   13.14 У класі неперервних у точці 0 функцій розв’язати 
функційне рівняння   

( ) ( )xfxf =3 ,   Rx∈∀ . 
   13.15 У класі обмежених в околі точки 0 функцій 
розв’язати функційне рівняння   

( ) ( ) xxfxf += 22 ,   Rx∈∀ . 
   13.16 Розв’язати функційне рівняння   

( ) ( )xfxf 913 =+ ,   Rx∈∀  
у класі функцій, що мають неперервні другі похідні. 
   13.17 Розв’язати функційне рівняння   

( ) ( ) ( )xyfxxfyxf 2+=+ ,   RyRx ∈∀∈∀ , . 
   13.18 У класі неперервних функцій розв’язати функцій-
не рівняння   

( ) ( ) ( )yfxfyxf 3333 −=− ,   RyRx ∈∀∈∀ , . 
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   13.19 Нехай функція RRf →:  задовольняє співвідно-
шенню  

( ) ( ) ( )xfaxfaxf 2=−++ ,   Rx∈∀ , 
де 0≠a  – фіксоване дійсне число. Довести, що ( )xf  – пе-
ріодична. 
   13.20 Обчислити ( )2014f , якщо функція RRf →:  за-
довольняє умову ( ) 21 =f  і тотожність  

( ) ( ) ( )11 −⋅+≡ xfxfxf . 
   13.21 Розв’язати функційне рівняння   

( ) ( )( ) ( )42log1log 2
322 ++=+

++
xxxf

xxxf ,   Rx∈∀ . 

   13.22 У класі функцій [ ] Rf →1,0:  розв’язати функ-
ційне рівняння   

( )( ) ( )xfxfxf =+ ,   [ ]1,0∈∀x . 
   13.23 У класі функцій QQf →: , для яких ( ) 31 =f , 
розв’язати функційне рівняння   

( ) ( ) ( ) ( ) 22 ++−⋅= yxfyfxfxyf ,   QyQx ∈∀∈∀ , . 
   13.24 Знайти таку функцію RRf →: , що   

( ) ( ) ( )22 yfxfyxf +=+ ,   RyRx ∈∀∈∀ , . 
   13.25 Знайти функцію RRf →: , не рівну тотожно ну-
леві, для якої   

( ) ( ) ( )yxfyfxf −= ,   RyRx ∈∀∈∀ , . 
   13.26 Для кожного Ra∈  розв’язати функційне рівняння 

( ) ( ) ( ) axyfxyfyfx +=+ 22 ,   RyRx ∈∀∈∀ , . 
   13.27 Відшукати усі функції RRf →: , що задоволь-
няють функційне рівняння  

( ) ( )( ) ( ) 022 =−++−+ xfxfxfx ,    Rx∈∀ . 
   13.28 Знайти таку функцію RRf →: , що задовольняє 
функційне рівняння 

( )( ) yxyfxf −−=− 1 ,   RyRx ∈∀∈∀ , . 
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   13.29 Відшукати усі функції, визначені на [ )∞+,0 , що 
задовольняють функційне рівняння  

( )( ) ( ) ( ) xyyfxfyxf 2222 −+=− ,   RyRx ∈∀∈∀ , . 
   13.30 Функція RRf →:  неперервна і задовольняє           
функційне рівняння  

( ) ( ) ( ) xyxyfxfxf +=+ 22 ,   RyRx ∈∀∈∀ , . 
Знайти усі розв’язки цього рівняння. 
   13.31 Функція RRf →:  при 0≠+ yx  задовольняє то-
тожність  

( ) ( ) ( )
yx

yfxfxyf
+
+

≡ . 

Чи існує таке значення Rx∈ , для якого ( ) 0≠xf ? 
   13.32 Знайти усі функції RRf →: , що задовольняють 
умову   

( ) ( )yxfyxf +=− 333 ,   RyRx ∈∀∈∀ , . 
   13.33 Знайти усі функції RRf →: , що задовольняють 
умову   

( ) ( )3 3f x y f x y− = − ,   RyRx ∈∀∈∀ , . 

   13.34 Знайти усі функції RRf →: , що задовольняють 
умови:   

а) ( ) ( ) ( )yfxfyxf +=+ ,   RyRx ∈∀∈∀ , ; 

            б) ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

x
fxxf 12 ,   { }0\Rx∈∀ .       

   13.35 Знайти усі функції ++ → QQf : , що задовольня-
ють умови:   

  а) ( ) ( ) 11 +=+ xfxf ,   +∈∀ Qx ; 
б) ( ) ( )xfxf 33 = ,   +∈∀ Qx . 

   13.36 Знайти всі функції RRf →: , для яких при будь-
яких Ryx ∈,  виконується рівність  

( ) ( ) ( ) yxfyxfyxf cos2=−++ . 



 66

   13.37 Знайти всі функції RRf →: , які при будь-яких 
дійсних yx,  задовольняють рівняння  
                            ( ) ( ) ( ) 1−++=−⋅ yxxyxyfyfxf .  
   13.38 Для заданого значення Nn∈ знайти всі функції 

RNf →: , які задовольняють тотожність 
( ) ( )nmkfkmf −=+ ,    nmkNkm >∈∀ ;, . 

   13.39 Нехай { }1: −>∈= xRxS . Знайти усі функції 
SSf →: , що задовольняють умови: 

а) ( ) ( )( ) ( ) ( )xyfxfyyxfyfxf ++=++ ,   SySx ∈∀∈∀ , ; 

б) ( )
x
xf  строго зростає на кожному з інтервалів ( )0,1−  та 

( )∞+,0 . 
   13.40 Знайти усі функції ++ → RRf : , для яких вико-
нуються такі умови: 

  а) ( )( ) ( )xyfyxff = ,   ++ ∈∀∈∀ RyRx , ; 
  б) ( ) 0lim =

+∞→
xf

x
. 

   13.41 Знайти усі функції [ ] Rf →1,0: , що задовольня-
ють умові 

     ( ) ( ) xxfxf sincos3sin2 =+ ,   [ ]2,0 π∈∀x . 
   13.42 Нехай dcba ,,,  – дійсні числа, причому 0≠b . 
Знайти усі функції RRf →: , для яких 

( )( ) cbyaxydfxf ++=+ ,   RyRx ∈∀∈∀ , . 
   13.43 Чи існує неперервна на всій числовій осі функ-
ція ( )xf , для якої   

( )( ) xxff 21−= ,   Rx∈∀ ? 
   13.44 Знайти усі многочлени ( )xf  з дійсними коефіціє-
нтами, для яких 

( ) ( ) ( )12 −= xfxfxf ,   Rx∈∀ . 
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   13.45 Знайти всі функції ZZf →: , для яких при будь-
якому Zx∈  виконується співвідношення  

( ) ( )( ) xxffxf =− 23 . 
   13.46 Нехай функція ++ → ZZf :  задовольняє співвід-
ношення  

( )( ) ( ) 32 +=+ nnfnff ,    +∈∀ Zn . 
Знайти ( )2014f . 
   13.47 Нехай функція NNf →:  задовольняє співвід-
ношення  

( ) ( ) ( )122 +≤++ nfnfnf ,   Nn∈∀ . 
Довести, що на площині існує така пряма, яка містить не-
скінченну кількість точок з координатами ( )( )nfn , . 
   13.48 Нехай NNf →: . Чи правильно, що із справедли-
вості рівності 

( ) ( ) ( )( )yfxffyxf +=+ ,   NyNx ∈∀∈∀ , , 
випливає, що ( ) ( )( )yfxfyxf +=+ ,  NyNx ∈∀∈∀ , ? 
 

14 Різні задачі 
   14.1 Чому дорівнює сума всіх чотиризначних чисел, в 
десятковому запису яких беруть участь тільки цифри 1, 2, 
3, 4, 5, якщо: 
   а) числа повинні складатись із різних цифр; 
   б) цифри в числах можуть повторюватись.   
   14.2 Знайти суму всіх п’ятицифрових чисел, складених 
із цифр 2, 3, 4, 5 і 6, якщо: 
   а) числа складаються із різних цифр; 
   б) цифри в числах можуть повторюватись.   
   14.3 Знайти всі натуральні числа, які закінчуються на 
2013 і які після закреслення останніх чотирьох цифр змен-
шуються в ціле число раз. 
   14.4 Довести, що ні при якому натуральному n  число 

1222 234 ++++ nnnn  не може бути точним квадратом. 
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   14.5 Довести, що сума квадратів п’яти послідовних ці-
лих чисел не може бути точним  квадратом цілого числа.  
   14.6 Довести, що добуток чотирьох послідовних натура-
льних чисел не може бути точним квадратом цілого числа. 
   14.7 Довести, що  

434214342143421
цифрnцифрnцифрn

3...332...221...111
2

=− . 

   14.8 Обчислити  94...44114...44
2

+⋅−
4342143421

цифрnцифрn

. 

   14.9 Нехай 
43421321

цифрnцифрn

BA 6...66,3...33 == . Із яких цифр 

складається добуток BA ⋅ ? 
   14.10 Довести, що для будь-якого натурального n      

число 
nn

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
2

173
2

173 є цілим і непарним. 

   14.11 Довести, що ( )( ) ( )
( )

n

n
nnnn 2

12...531
212...21

=
−⋅⋅⋅⋅

⋅−++ . 

   14.12 Спростити вираз  33 5252 −++ . 

   14.13 Спростити вираз ( ) ( )
( ) ( ) 2323

2323

356356

154154

−−+

−++ . 

   14.14 Довести, що якщо n  – довільне натуральне число, 

то дробова частина десяткового розкладу числа ( )n265 +  
починається з n  однакових цифр. 
   14.15 Числа dcba ,,,  такі, що  

bdacdcba +=+=+ 2222 . Чому дорівнює bcad −  ? 

   14.16 Обчислити, чому дорівнює cdab+ , якщо 
.0,1,1 2222 =+=+=+ bdacdcba  

   14.17 Спростити 
44444 344444 21

радикалівn

4
1

2
1

2
1...

2
1

2
1

2
1

++++ .  
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   14.18 Довести, що якщо відрізки cba ,,  утворюють 
трикутник, то відрізки cba ,, теж утворюють деякий 
трикутник. 
   14.19 Дано 2013 множин, кожна з яких містить по 45 
елементів. Відомо, що будь-які дві з цих множин мають 
рівно один спільний елемент. Довести, що існує елемент, 
який належить всім 2013 множинам. 
   14.20 При виготовленні з листового металу закритого 
бака, що має об’єм 0,25 м3 та форму прямокутного парале-
лепіпеда, здійснюється зварювання швів, що проходять по 
ребрах обох основ і одному бічному ребру, а по інших ре-
брах здійснюється вигин листового металу. Вартість одно-
го метра звареного шва – 13 грн, а вартість 1 м2  листового 
металу – 26 грн. Визначити розміри бака так, щоб його ва-
ртість була найменшою. 
   14.21 Треба перевезти залізницею 20 великих і 250 ма-
лих контейнерів. Один вагон вміщує 30 малих контейнерів, 
вага кожного з яких дорівнює 2 тонни. Великий контейнер 
займає місце 9 малих і важить 30 тонн. Вантажопідйом-
ність одного вагона – 80 тонн. Знайти мінімальне число 
вагонів, яке потрібне для перевезення всіх контейнерів. 
   14.22 Двоє робітників виготовили більше як 29 однако-
вих деталей. Кількість деталей, виготовлених першим ро-
бітником, зменшена на 2, буде більше ніж в 3 рази пере-
вищувати кількість деталей, виготовлених другим робітни-
ком. Потроєна кількість деталей, виготовлених першим 
робітником, перевищує подвоєну кількість деталей, виго-
товлених другим робітником, але менше, ніж на 60. Скіль-
ки деталей виготовив кожен робітник? 
   14.23 Вантаж спочатку розмістили у вагони вантажопі-
дйомністю 80 тонн, але один вагон залишився завантаже-
ним не повністю. Тоді весь вантаж переклали у вагони ва-
нтажопідйомністю 60 тонн: знадобилося на 8 вагонів біль-
ше і при цьому один вагон також залишився завантаженим 
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не повністю. Нарешті, вантаж переклали у вагони ванта-
жопідйомністю 50 тонн: знадобилося ще на 5 вагонів бі-
льше, але при цьому всі вагони виявилися завантаженими 
повністю. Скільки тонн вантажу було? 
   14.24 Із заводу на будівельний майданчик потрібно ви-
везти 1590 блоків. Для перевезення можна використовува-
ти машини трьох типів: вантажопідйомністю 1,5 т, 3 т і 5т. 
За один рейс на машинах першого типу можна перевезти 
26 блоків, другого типу – 45 блоків і третього типу – 75 
блоків. Вартість одного рейсу для кожного типу машин 
відповідно дорівнює 90, 150 і 240 грн. Скільки рейсів на 
машинах кожного типу потрібно зробити, щоб загальна 
вартість перевезення усіх блоків була найменшою? (Кожна 
машина має бути завантажена повністю).  
   14.25 Числа zyx ,,  такі, що 23 222 =++ zyx . Знайти 
найбільше та найменше значення виразу zyx −+2 . 
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РОЗВ’ЯЗКИ, ВКАЗІВКИ, ВІДПОВІДІ  
 

    1.1 Оскільки вектор ba
rr

+  колінеарний вектору cr , то 
існує число λ  таке, що cba λ=+

rr , отже ( )ccba λ+=++ 1 . 
З тих же міркувань знайдеться число μ  таке, що 

( )acba μ+=++ 1 . Таким чином, вектор cba ++  колінеа-
рний як вектору ar , так і вектору cr . Але, оскільки вектори 
ar  і cr  між собою неколінеарні, то 0=++ cba ; отже  

0=++ cba . 

   1.2 Введемо в просторі декартову систему координат і 
нехай в цій системі координати точок будуть: 
( ) ( )222111 ,,,,, zyxBzyxA , ( )333 ,, zyxC  і ( )zyxO ,, . Тоді 

{ }zzyyxxOA −−−= 111 ,, ,     { }zzyyxxOB −−−= 222 ,, ,  

{ }zzyyxxOC −−−= 333 ,, . Із рівності 0=++ OCOBOA  
одержуємо: 03321 =−++ xxxx , 03321 =−++ yyyy , 

03321 =−++ zzzz , що приводить до рівностей 

( )3213
1 xxxx ++= , ( )3213

1 yyyy ++= , ( )3213
1 zzzz ++= . 

Точка O  з такими координатами задовольняє умову задачі, 
єдиність такої точки очевидна. 
   1.3 Припустимо, що 0...21

rr
≠=+++ aOAOAOA n . По-

вернемо всі вектори навколо точки O  в одному напрямі на 

кут 
n
πϕ 2

= . З одного боку, сума вказаних векторів не змі-

ниться і ми одержимо той же вектор ar , з другого боку, ве-
ктор ar  теж повинен повернутись на кут ϕ ; звідси випли-

ває, що 0
rr

=a . Отже 0...21

v
=+++ nOAOAOA  . 

   1.4 Введемо прямокутну декартову систему координат в 
просторі, помістивши початок координат у вершині A  
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прямокутника і напрямивши осі так, щоб сторона AB  ле-
жала на осі OX , сторона AD  – на осі OY (див. рисунок 
1.1). Якщо сторони прямокутника рівні a  і b , то коорди-
нати вершин прямокутника у цій системі координат бу-
дуть: ( ) ( ) ( ) ( )0,,0,0,,,0,0,,0,0,0 bDbaCaBA . Нехай 

( )zyxM ,,  – довільна точка простору, тоді 

{ }zyxMA −−−= ,, , { }zyxaMB −−−= ,, , { }zybxaMC −−−= ,, ,  

{ }zybxMD −−−= ,, . Шукані рівності легко одержуються 
безпосереднім обчисленням. 

 
           Рисунок 1.1                                  Рисунок 1.2 
 

   1.5 Нехай cABbCAaBC === ,,  (див. рисунок 1.2). 

Тоді BC
cb

cBA
+

=1 , CA
ca

aCB
+

=1 , AB
ba

bAC
+

=1 . Вра-

ховуючи, що 1111 , BCBCBBBAABAA +=+= , 

11 ACCACC +=  і те, що 0=++ CABCAB , маємо: 

111 CCBBAA ++ =
+

++
+

++
+

+= AB
ba

bCACA
ca

aBCBC
cb

cAB  

CA
ca

aBC
cb

c
+

+
+

= 0=
+

+ AB
ba

b . Але BCABCA −−= , 

тому ( )++
+

−
+

=
+

+
+

+
+

BCAB
ca

aBC
cb

cAB
ba

bCA
ca

aBC
cb

c  
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AB
ba

b
+

+ . Або, 0=⎟
⎠
⎞

+
−⎜

⎝
⎛

+
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

+
BC

ca
a

cb
cAB

ca
a

ba
b . 

Оскільки вектори AB  і BC  неколінеарні, то це означає, 

що 0=
+

−
+ ca

a
ba

b  і 0=
+

−
+ ca

a
cb

c . Звідси одержуємо:  

⎩
⎨
⎧

=
=

⇒
⎩
⎨
⎧

=

=
⇒

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=
⇒

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=
⇒

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−

=−
.
,

,
,

,
,

,
,

,0
,0

22

33

2

2

2

2

ba
ac

abc
ac

abc
ac

abc
abc

abc
abc

 

Тобто cba == , що і потрібно було довести. 
   1.6 ( ) ( ) ( ) ( ) +++=−+−+−+++ 2222222

cbaaccbbacba rrrrrrrrrrrr  
−++⋅−++⋅−+⋅+⋅+⋅+ 22222 22222 cccbbbbaaaccbba rrrvrrrrrrrrrrr  

( )2222 32 cbaaac rrrrrr
++=+⋅− , що і треба було довести. 

   1.7 Якщо один з векторів нульовий, чи вектори ar  і b
r

 
колінеарні, доводити нічого. В загальному випадку неваж-
ко бачити, що вектор ( ) bba

rrr
××  компланарний з векторами 

ar  і b
r

, як такий, що перпендикулярний до вектора ba
rr

× . 
Тоді вектор ( )( ) bbba

rrrr
×××  перпендикулярний до площини, 

в якій лежать вектори ar  і b
r

. Але вектор ba
rr

×  теж перпен-
дикулярний до цієї площини, тому він колінеарний векто-
ру ( )( ) bbba

rrrr
××× , що і треба було довести.   

   1.8  Введемо прямокутну декартову систему координат, 
як показано на рисунку 1.3, помістивши початок координат 
в точку O , що є серединою відрізка 21OO . Точки 1O  і 2O  в 
цій системі матимуть координати: ( ) ( )0,,0, 0201 xOxO − . 
Нехай ( )yxA ,1  – точка на колі радіуса 1r . Зауважимо, що 
тоді ( ) 2

1
22

0 ryxx =++ . Із подібності трикутників BAO 11  і 

BAO 22  випливає, що 11
1

2
22 AO

r
rAO −= .  
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Рисунок 1.3 

 

Оскільки { }yxxAO ,011 += , то ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
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+

−=
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02
22 ,
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yr
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Якщо точка M  – середина відрізка 21 AA , то 
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⎛ −
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +−
= 22

0

2

1

21

2

1

21

2

1

021
2

222
yxx

r
rr

r
yrr

r
xxrrOM   

2
212

1

2

1

21

22
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

rrr
r
rr . Отже, шукана лінія – коло       

радіуса 
2

21 rr −
 з центром в точці O . 

   1.9 Очевидно: ( )( ) ( ) ( ) =×⋅×=⋅××=⋅ bababababc  

Sba =×= . Тут використано властивість мішаного добут-

ку векторів: ( ) ( )rqprqp ×⋅=⋅× . 
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   1.10 Нехай ABCD  – правильний тетраедр, можна вва-
жати, що його ребро рівне 1, AM і CN  – мимобіжні меді-

ани граней (див. рисунок 1.4). Позначимо aDA r
= , bDB

r
= , 

21 ,, mCNmAMcDC ===
r , шуканий кут позначимо че-

рез α . Очевидно ,
2
1

1 bam
rr

+−= cam rr
+−=

2
1

2 . Тоді 

cbbacaamm rrrrrrr
⋅+⋅−⋅−=⋅

2
1

4
1

2
1 2

21 . Враховуючи, що 

bacbca
rrrrrr
⋅=⋅=⋅ , 12 =ar , маємо bamm

rr
⋅−=⋅

4
3

2
1

21 . Але 

2
1

3
cos ==⋅

πbaba
rvrr , тому 

8
1

2
1

4
3

2
1

21 =⋅−=⋅mm . При-

ймаючи до уваги, що 
2
3

21 == mm , одержуємо: 

6
1

43
81cos

21

21 ==
⋅

=
mm

mm
α . Отже, 

6
1arccos=α . 

   1.11 Побудуємо на даній площині одиничне коло з 
центром в точці O , з якої виходять всі три вектори (див. 
рисунок 1.5). Коло перетинається з прямою L  в точках A  
та B . Занумеруємо кінці даних векторів послідовно по дузі 
півкола від A  до B  як 321 ,, MMM .  

 
             Рисунок 1.4                                 Рисунок 1.5 
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Введемо на площині прямокутну декартову систему коор-
динат з початком в точці O  і базисним вектором осі абс-
цис 2OMi =

r
. Очевидно OAпрOMпр ii

rr >1 , OBпрOMпр ii
rr >3 , 

тоді ( ) ( ) 031 =+>+ OBOAïðOMOMïð ii
rr . Нехай  

{ }yxaOMOMOM ,321 ==++
r . Але ( ) 11 31 >++= OMOMпрx i

r , 
тому 1>ar , що і треба було довести (зауважимо, що дане 
твердження легко узагальнюється на випадок будь-якого 
непарного числа векторів). 
   1.12 Нехай 4321 ,,, SSSS  – грані піраміди, inr  – одинич-
ний вектор нормалі до iS , напрямлений всередину пірамі-
ди, ijα  – внутрішній двогранний кут, утворений гранями 

iS  і jS . Позначимо через ijβ  кут між векторами inr  і jnr ; 
очевидно, що πβα =+ ijij , тому ijijji nn αβ coscos −==⋅

rr . 

Враховуючи, що 0
24

1

≥⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛∑
=i

inr , маємо: +=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ∑∑
==

4

1

2
24

1 i
i

i
i nn rr  

0cos242
4141

≥−=⋅+ ∑∑
≤<≤≤<≤ ji

ij
ji

ji nn αrr . Звідки ∑
≤<≤

≤
41

2cos
ji

ijα , що 

і потрібно було довести. 
   1.13 Нехай O  – центр даного кола. Тоді  

11 OABOBA += , K,22 OABOBA += , nn OABOBA += . Тому 

=+++ nBABABA K21 nOAOAOABOn ++++ K21 . Але           

021

r
K =+++ nOAOAOA  (див. задачу 1.3), отже,  

BOnBABABA n =+++ K21  і nRBOnBABABA n ==+++ K21 . 

   1.14 Домножимо задану рівність скалярно на OA :   
( ) 0=×+×+×⋅ OAOCOCOBOBOAOA . Або, після роз-

криття дужок, 0=⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅ OAOCOAOCOBOAOBOAOA . 
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Оскільки 0=⋅⋅=⋅⋅ OAOCOAOBOAOA , то 0=⋅⋅ OCOBOA , 
що означає компланарність векторів OCOBOA ,, .  
     Для доведення другого твердження розглянемо добуток 

BCAB× : ( ) ( ) −×=−×−=× OCOBOBOCOAOBBCAB   

+×+×=×+×−×− OAOCOCOBOBOAOCOAOBOB  
0=×+ OBOA  (за умовою). Отже 0=× BCAB , тобто век-

тори AB  і BC  колінеарні, що означає, що точки CBA ,,  
лежать на одній прямій . 
   1.15 Два неколінеарних вектори ab −  і bc − , очевидно, 
лежать в площині, яка проходить через кінці векторів 

cba ,, . Але ці два вектори перпендикулярні до вектора 

accbba ×+×+× . Справді: ( ) ( ) −⋅⋅=×+×+×⋅− acbaccbbaab  

0=⋅⋅− cba , аналогічно, ( ) ( ) 0=×+×+×⋅− accbbabc . Таким 

чином, вектор accbba ×+×+×  перпендикулярний до двох 
неколінеарних векторів, які лежать у вказаній площині, 
тому він перпендикулярний і до самої площини. 
   1.16 Подамо вектори nnBABABA ,,, 2211 K  у вигляді суми 

двох векторів: 122111 BAAABA += , ,,233222 KBAAABA +=  

nnnn BAAABA 11 +=  (див. рисунок1.6). Тоді 

( )++++=+++ 132212211 AAAAAABABABA nnn KK  

( ) 11211121 −− +++=++++ nnnnnn BABABABABABA KK . Якщо 

кожен з векторів 1121 ,,, −nnn BABABA K  повернути на 060  
навколо його початку за годинниковою стрілкою, то вони 
співпадуть відповідно з векторами 13221 ,,, AAAAAA nK , су-

ма яких дорівнює 0
r

. При цьому вектор, який дорівнює су-
мі векторів 1121 ,,, −nnn BABABA K  також повернеться на 

O60 , а його модуль не зміниться. Тому і 



 78

01121

r
K =+++ −nnn BABABA , а це означає, що і 

02211

r
K =+++ nnBABABA , що й треба було довести. 

 
              Рисунок 1.6                                  Рисунок 1.7 

   1.17 Шуканий об’єм дорівнює KLKMKN ⋅⋅
6
1  (див. ри-

сунок 1.7). Очевидно +=+=+= ACBCACCLKCKL 22   
ABACABAC −=−+ 3 , ADACKM 2+= , =+= CDACKN 22  

( ) ADACADAC 222 =−+= . Знайдемо векторний добуток 

векторів KM  і KN : =× KNKM ( ) =×+= ADADAC 22   

ADAC×= 2 . Обчислимо мішаний добуток трьох векторів 
KLKNKM ,, : ( ) ( ) ( )=−⋅×=⋅× ABACADACKLKNKM 32  

( ) ( )( ) ABADACABADACACADAC ⋅⋅−=⋅×−⋅×= 232 . Вра-

ховуючи, що VABADAC 6=⋅⋅ , маємо =⋅⋅= KLKMKNVLKNM 6
1  

VVABADACABADAC 26
3
1

3
12

6
1

=⋅=⋅⋅=⋅⋅−= . 

   1.18 Нехай 1021 aaab r
K

rrr
+++= , де 0,,2,1, K

r
=iai  – дані 

10 векторів. За умовою 10,,2,1, K
rrr

=−> iabb i . Звідси 

( )22 abb rrr
−> , або 222 2 aabbb i

rrrrr
+⋅−> , тобто 0

2
1 2 >>⋅ aab i
rrr

. 
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Це й означає, що 0>aпрb

r
r , 10,,2,1 K=i . Отже, шукана вісь – 

це вісь вектора b
r

. 
   1.19 Припустимо, що вектори 321 ,, bbb

rrr
 компланарні, а 

тому лінійно залежні. Тоді знайдуться дійсні чис-
ла 321 ,, ααα , хоча б одне з яких відмінне від нуля і такі, 

що 0332211

rrrr
=++ bbb ααα . Звідси 

( ) ( ) ( )
3 3 3

1 1 2 2 3 3
1 1 1

0j j j j j j
j j j

a a a a a a a a aα α α
= = =

⋅ + ⋅ + ⋅ =∑ ∑ ∑
rr r r r r r r r r , або  

( ) ( ) ( )1 1 2 2 3 3 0c a a c a a c a a⋅ + ⋅ + ⋅ =
rr r r r r r r r r ,        (1.1) 

де 1 1 2 2 3 3c a a aα α α= + +
r r r r . Оскільки вектори 1 2 3, ,a a ar r r  лінійно 

незалежні, то 0c ≠
rr . Крім того, з (1.1) внаслідок лінійної 

незалежності 1 2 3, ,a a ar r r  випливає, що 01 =⋅ ac rr , 02 =⋅ acr , 
03 =⋅ acr . Звідси ( ) ( )+⋅=++⋅=⋅= 11332211

2 acaaacccc rrrrrrrrr αααα  

( ) ( ) 03322 =⋅+⋅+ acac rrrr αα . А це означає, що 0c =
rr . Прийшли 

до суперечності. Отже, вектори 1 2 3, ,b b b
r r r

 лінійно незалеж-
ні, а тому й некомпланарні, що й потрібно було довести. 
   1.20 Оскільки для довільної точки O  маємо 

NKONOK += , NKONOL += , NMONOM += , то зада-
ну рівність можна перетворити до вигляду:  
                              ( )ONNMNLNK 10532 −=++ α .
Якщо 10=α , то остання рівність є невірною для будь-якої 
точки O , внаслідок того, що вектори NK , NL  і NM  не-
компланарні. Якщо 10≠α , то цю рівність можна записати 
у вигляді 

NMNLNKNO
ααα −

+
−

+
−

=
10

5
10

3
10

2 . 

А це означає, що при 10≠α  існує точка O  така, що 
ONOMOLOK α=++ 532 . 
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   1.21 НехайCM  – медіана трикутника 11BCA  (див. рису-

нок 1.8). Як відомо, ( )112
1 CBCACM += ; крім того, 

CACBAB −= . Тоді ( +⋅−⋅=⋅ CACACBCAABCM 112
1  

)CACBCBCB ⋅−⋅+ 11 . Приймаючи до уваги, що 

011 =⋅=⋅ CBCBCACA , маємо ( )CACBCBCAABCM ⋅−⋅=⋅ 112
1 . 

Але CACBCBCA ⋅=⋅ 11 , бо CBCBCACA == 11 , , а кут 

між векторами 1CA  і CB  такий же, як і між векторами 1CB  

і CA . Тому 0=⋅ ABCM , що означає перпендикулярність 
AM  і AB . 

 
           Рисунок 1.8                                 Рисунок 1.9 
 

   1.22 Нехай NMLK ,,,  – середини сторін чотирикут-
ника ABCD  (див. рисунок 1.9). Легко бачити, що чотири-
кутник KLMN  є паралелограмом і O  – точка перетину ді-
агоналей цього паралелограма. Очевидно 

DAONNAONOA
2
1

+=+= ; аналогічно ABOKOB
2
1

+= , 

CDOMODBCOLOC
2
1,

2
1

+=+= . Додаючи ці рівності, 

одержуємо: ++++=+++ ONOMOLOKODOCOBOA  
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( )DACDBCAB ++++
2
1 . Але 0

r
=+++ ONOMOLOK  і 

0
v

=+++ DACDBCAB . Тому 0
r

=+++ ODOCOBOA , що 
і треба було довести. 
   1.23  Нехай ABCD  – даний чотирикутник, O  – точка 
перетину його діагоналей (див. рисунок 1.10). Необхід-
ність умови очевидна, досить розглянути прямокутні три-
кутники OCDOBCOAB ,,  і ODA . Доведемо достатність. 
Для цього введемо в розгляд вектори 

ODaOCaOBaOAa ==== 4321 ,,, rrrr . Тоді 12 aaAB rr
−= , 

23 aaBC rr
−= , 4134 , aaDAaaCD rrrr

−=−= . За умовою 
2222

DABCCDAB +=+ . Отже +−++− 43
2
4

2
121

2
2 22 aaaaaaa rrrrrrr  

2
441

2
1

2
232

2
3

2
3 22 aaaaaaaaa rrrrrrrrr

+−++−=+ . Звідси ( )−− 1322 aaa rrr  
 ( ) 02 134 =−− aaa rrr , або ( )( ) 04213 =−− aaaa rrrr . Але вектор 

13 aa rr
−  колінеарний вектору AC , тому ACmaa =− 13

rr , при-

чому 0≠m ; аналогічно: 0,42 ≠=− kBDkaa rr . Враховуючи 

це, із останньої рівності дістаємо: 0=⋅ BDACmk , або 
0=⋅ BDAC , що означає перпендикулярність діагоналей 

AC  і BD . 

 
           Рисунок 1.10                              Рисунок 1.11 
    
   1.24 Нехай в чотирикутнику ABCD  (див. рисунок 1.11) 
виконана рівність 222222 BDACADCDBCAB +=+++ . 
Доведемо, що цей чотирикутник є паралелограмом. Вве-
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демо в розгляд вектори ABa =
r  і ADb =

r
, які, очевидно, не 

є колінеарними. За цими векторами можна розкласти век-
тори AC  і BD : abBDbyaxAC rrrr

−=+= , . Тоді 

( ) ( )byaxbACDCbyaxaACBC
rrrrrr 1,1 −+=−=+−=−= . 

Приходимо до рівності:  
( ) ( ) ( )( ) ( )( )222222

11 byaxbyaxbaabbyax
rrrrrrrrrr

−+++−++=−++ , 
із якої одержуємо: 

( ) ( ) ( ) ( ) 2222 11121222 byaxbayxbayxbabaxy
rrrrrrrrrr

−+−+−+−=− , 
або ( ) ( ) ( )( ) ( ) 0111121 2222 =−++−−+−+− bybaxyyxyxax

rrrr . 
Остання рівність легко зводиться до виду: 
( ) ( )( ) 011

2
=−+− byax

rr , що означає, що 
 ( ) ( ) 011

rrr
=−+− byax . Враховуючи лінійну незалежність 

векторів ar  і b
r

, одержуємо: 1,1 == yx . А це означає, що 

ADbBC ==
r

, ABaDC ==
r , тобто ABCD  – паралелограм, 

що і треба було довести.  
   1.25 Введемо в розгляд вектори, які задані своїми коор-
динатами в ортонормованому базисі: { }321 ,, xxxa =

r  та 

{ }654 ,, xxxb =
r

. Тоді ϕ2222
sinbabaA

rrrr
=×= , де ϕ  – кут 

між векторами ar  і b
r

, 
22 baB

rr
= . Зрозуміло, що BA ≤ . 

Рівність досягається тоді, коли вектори ar  і b
r

 взаємно пе-
рпендикулярні, тобто коли 0635241 =++ xxxxxx .     
   1.26 Введемо в розгляд вектори, які задані своїми коор-
динатами в ортонормованому базисі: { }321 ,, xxxa =

r  та 

{ }654 ,, xxxb =
r

. Тоді ( ) ϕ2222
cosbabaA

rrrr
=⋅= , де ϕ  – кут 

між векторами ar  і b
r

, 
22 baB

rr
= . Зрозуміло, що BA ≤ . 
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Рівність досягається тоді, коли вектори ar  і b
r

 колінеарні, 

тобто коли 
6

3

5

2

4

1

x
x

x
x

x
x

== .     

   1.27 Розглянемо спочатку випадок, коли многогранник є 
трикутна піраміда ABCD  (див. рисунок 1.12). Нехай площі 
граней ABD , ACD , BCD  і ABC  відповідно рівні 

4321 ,,, SSSS  і 4321 ,,, eeee rrrr  – одиничні вектори зовнішніх 
нормалей до цих граней. Введемо в розгляд вектори 

cDCbDBaDA rrr
=== ,, , abAB rr

−= , acAC rr
−= . Тоді  

( ) ( )
( ) ( )acab

acabe
bc
bce

ca
cae

ab
abe rrrr

rrrr
r

rr

rr
r

rr

rr
r

rr

rr
r

−×−

−×−
=

×

×
=

×
×

=
×

×
= 4321 ,,, . 

Враховуючи, що 

( ) ( )acabSbcScaSabS rrrrrrrrrr
−×−=×=×=×=

2
1,

2
1,

2
1,

2
1

4321 , 

одержуємо: 

( ) ( )( )=−×−+×+×+×=+++ acabbccaabeSeSeSeS rrrrrrrrrrrrrr

2
1

44332211

( ) 0
2
1 rrrrrrrrrrrrrrr

=×+×−×−×+×+×+×= aacaabcbbccaab . 

     Методом математичної індукції вказану рівність неваж-
ко довести для довільної піраміди. Справді, для трикутної 
піраміди твердження доведено. Припустимо, що воно 
справедливе для пірамід, кількість бічних граней яких не 
перевищує 1−n . Розглянемо n - кутну піраміду               

nn AAAOA 121 ... −  (див. рисунок 1.13). Позначимо площі ос-
нови nn AAAA 121 ... −  і бічних граней 

nnnn AOAAOAAOAAOA 1123221 ,,,, −−−K , 1AOAn  і одиничні век-
тори зовнішніх нормалей до них через 

nnn SSSSSS ,,,,,, 12220 −−K  та nnn eeeeee rrr
K

rrr ,,,,,, 12210 −−  відпові-
дно. Площина 11 −nAOA  ділить піраміду на дві – 1−n -кутну 

121 ... −nAAOA  і трикутну nn AAOA 11 − . Позначимо площу гра-
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ні 11 −nAOA  через 1+nS  і одиничний вектор зовнішньої від-
носно першої піраміди нормалі до неї через 1+ner ; площу 
многокутника 121 ... −nAAA  позначимо через 0S ′ . Згідно з 
принципом математичної індукції можна записати:  

0... 1122221100

rrrrrr
=+++++′ ++−− nnnn eSeSeSeSeS , 

( ) ( ) 01111000

rrrrr
=−+++′− ++−− nnnnnn eSeSeSeSS . 

 
          Рисунок 1.12                                 Рисунок 1.13 
 
Додавши почленно ці рівності, одержуємо 
 0... 1122221100

rrrrrrr
=++++++ −−−− nnnnnn eSeSeSeSeSeS ,   (1.2) 

що і треба було довести. 
   Тепер розглянемо довільний опуклий многогранник. Ви-
беремо всередині нього довільну точку O  і з’єднаємо з 
нею всі вершини многогранника. Цим самим ми розіб’ємо 
многогранник на піраміди, основами яких будуть грані 
многогранника. Для кожної з цих пірамід запишемо рів-
ність (1.2), а потім всі їх почленно додамо. В результаті 
одержимо  

0...2211

rrrr
=+++ nneSeSeS , 

де nSSS ,,, 21 K  – площі граней многогранника, neee r
K

rr ,,, 21  – 
відповідно одиничні вектори зовнішніх нормалей до цих 
граней. Всі інші доданки в цій сумі, як неважко бачити, 
взаємно знищаться. Твердження доведено. 
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   1.28 Очевидно вектор 11ea r  одержується із вектора 21 AA  
поворотом на 90о за годинниковою стрілкою (див. рисунок 
1.14), аналогічно вектор 22ea r  одержується із вектора 32 AA  
і т.д., вектор nnea r  точно так же одержується із вектора 

1AAn . При цьому сума векторів 21 AA , 32 AA  і т. д., теж по-

вернеться на 90о. Але 0... 13221

r
=+++ AAAAAA n , тому 

0...2211

rrrr
=+++ nneaeaea , що і потрібно було довести. 

 
      

            Рисунок 1.14                                  Рисунок 1.15                    
 

   1.29 Нехай nMMM ,,, 21 K  – точки дотику кола до сторін 
многокутника. З’єднаємо їх послідовно і одержимо много-
кутник, вписаний в коло (див. рисунок 1.15). Розглянемо 
чотирикутник nMAOM 11 , оскільки кути 1M  і nM  в ньому 
прямі, то навколо нього можна описати коло, причому 1OA  
буде діаметром цього кола. Застосувавши теорему синусів 

до трикутника 11 AMM n , маємо 1
1

1

sin
OA

A
MM n = , або 

111 sin AOAMM n ⋅= . Враховуючи, що 1MM n  і 1OA  взаємно 

перпендикулярні, робимо висновок, що вектор 11 sin AOA ⋅  

одержується із вектора 1MM n  поворотом на 90о за годин-
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никовою стрілкою. Таким же чином вектор 22 sin AOA ⋅  

одержується із вектора 21MM  і т.д., вектор nn AOA sin⋅  

одержується із вектора nn MM 1− . Оскільки 

0... 13221

r
=+++ MMMMMM n  то і ( див. попередню за-

дачу ) 0sin...sinsin 2211

r
=⋅++⋅+⋅ nn AOAAOAAOA . 

   1.30 За теоремою синусів ARa sin2= , BRb sin2= , 
CRc sin2= , де R  – радіус описаного кола. Нехай O  – 

центр вписаного в трикутник кола, Тоді  
( ) 0sinsinsin2

r
=⋅+⋅+⋅=⋅+⋅+⋅ COCBOBAOAROCcOBbOAa   

згідно з доведеним в попередній задачі. 
   Якщо припустити, що всередині трикутника знайдеться 
ще одна точка 1O , для якої буде виконуватись рівність 

0111

r
=⋅+⋅+⋅ COcBObAOa , 

то віднявши почленно від доведеної рівності дану, отрима-
ємо: 
( ) ( ) ( ) ( ) 01111

r
=++=−+−+− OOcbaCOOCcBOOBbAOOAa , 

тобто 01

r
=OO , що означає,що точки O  і 1O  співпадають.  

   1.31 Введемо на площині прямокутну декартову систе-
му координат, помістивши початок координат в точку O . 
Нехай вершини трикутника будуть: ( )11 , yxA , ( )22 , yxB , 
( )33 , yxС , причому можна вважати, що ці точки ідуть саме 

в такому порядку, якщо контур трикутника обходити про-
ти годинникової стрілки. Тоді 

33

22
1 2

1
2
1

yx
yx

OCOBS =×= , 
11

33
2 2

1
2
1

yx
yx

OAOCS =×= , 

22

11
3 2

1
2
1

yx
yx

OBOAS =×= . 



 87

   Нехай jyixOCSOBSOAS
rr

+=⋅+⋅+⋅ 321 . Але, як неваж-
ко бачити, 

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++=

22

11
3

11

33
2

33

22
12

1
yx
yx

x
yx
yx

x
yx
yx

xx  

0
2
1

2
1

333

222

111

22

11
3

33

11
2

33

22
1 ==⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−=

yxx
yxx
yxx

yx
yx

x
yx
yx

x
yx
yx

x . 

Аналогічно доводиться, що 0=y . 
   1.32 Введемо в розгляд вектори { }cbau ,,=

r , 

{ }cbv ,,1=
r . Оскільки cbau ++= 2r , cbv ++= 1r  і 

cbavu ++=⋅
rr

, то, використовуючи нерівність 
( )222 vuvu rrrr
⋅≥⋅ , отримуємо 
( )( ) ( ) 931 222 ==++≥++++ cbacbcba . 

Рівність буде виконуватися при умові, коли 
c
c

b
ba
==

1
, 

тобто при 1=a  та довільних невід’ємних cb,  таких, що 
2=+ cb . 

    1.33 Введемо в розгляд вектори { }100710071007 ,, cbau =
r  та 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧= 100610061006

1,1,1
cba

vr . Використовуючи нерівність для 

скалярного добутку у виді ( )222 vuvu rrrr
⋅≥⋅ , як і в попере-

дній задачі, отримуємо потрібне співвідношення. 
   1.34 Розглянемо вектори { }1,1,1=xr  та 

{ }aaay 350,32,1 −−+=
r . Очевидно, що ліва частина 
нерівності являє собою скалярний добуток цих векторів і 
не перевищує добутку їх довжин, тобто виконується спів-
відношення 

=−+−++⋅++≤−+−++ aaaaaa 350321111350321
12483 =⋅= . 
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Знак рівності можливий тільки у випадку пропорційності 
координат векторів, тобто тільки тоді, коли 

aaa 350321 −=−=+ . Оскільки система даних рів-
нянь несумісна, то нерівність строга. 
   1.35 Розглянемо вектори { }abcbacx ,,=

r  та 
{ }acabbcy ,,=

r . Тоді 
222222222 cacbbayxyxbcacababc ++=⋅≤⋅=++

rrrr . 

   Тепер введемо в розгляд нові вектори { }222 ,, abcm =
r  та 

{ }222 ,, bcan =
r . Дістаємо 

444222222 cbanmnmcacbba ++=⋅≤⋅=++
rrrr , 

що завершує доведення. Рівність виконується тільки при 
умові cba == . 
   2.1 Якщо ми поміняємо місцями два сусідні рядки визна-
чника, то він змінить знак. Якщо ми переставимо всіма мо-
жливими способами рядки деякого визначника третього по-
рядку, то одержимо три додатних і три від’ємних визначни-
ки, рівних між собою за абсолютною величиною. Таким чи-
ном, !9  визначників розпадаються на 6!9  груп, причому 
сума визначників всередині кожної такої групи дорівнює 
нулю, тому і сума всіх визначників дорівнює нулю. 
   2.2 Розглянемо розклад довільного визначника третього 
порядку: 

.322311332112312213

322113312312332211

333231

232221

131211

aaaaaaaaa

aaaaaaaaa
aaa
aaa
aaa

−−−

−++=
 

Зрозуміло, що всі елементи визначника повинні бути від-
мінні від нуля. Тоді з очевидної рівності 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )322311332112312213

322113312312332211

aaaaaaaaa
aaaaaaaaa

−⋅−⋅−−=
=⋅⋅
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випливає, що в розкладі визначника є як додатні, так і 
від’ємні члени. В зв’язку з цим постає питання про най-
меншу кількість від’ємних членів у розкладі визначника 
третього порядку з ненульовими елементами. Неважко на-
вести приклад визначника, в розкладі якого є лише один 
від’ємний член: 

111111
111
111

111
++++−=

−
−− . 

   2.3  Зробимо послідовно наступні  перетворення: 
1) віднімемо від кожного стовпчика, починаючи з остан-
нього, попередній стовпчик; 
2) додамо до кожного рядка, починаючи з останнього, пе-
рший рядок; 
3) розкладемо визначник за елементами останнього рядка; 
4) обчислимо визначник трикутної матриці. 
Тоді матимемо: 

=

−−−−
−−−−

−−
−−
−−
−−

=Δ

01...4321
10...5432
.....................

45...0123
34...1012
23...2101
12...3210

nnnn
nnnn

nn
nn
nn
nn

=

−−−−−−
−−−−−

−−−
−−

−

=

11...1111
11...1112
.....................
11...1113
11...1112
11...1111
11...1110

n
n
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=

−
−

=

00...0001
20...0002
.....................
22...0003
22...2002
22...2201
11...1110

n
n

.2)1()1(

20...000
22...000
..................
22...200
22...220
11...111

)1()1( 211 −−+ ⋅−−=−−= nnn nn

 
   2.4 Неважко бачити, що  

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⋅

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

1...0000
...........

1...1100
1...1110
1...1111

1...1111
...........

0...0111
0...0011
0...0001

...4321
............

3...3321
2...2221
1...1111

n

A . 

Оскільки визначник кожної з двох матриць, що стоять 
справа, дорівнює одиниці, то і 1det =A . 
   2.5 Скористаємось рівністю i

m
i
m

i
m CCC =− ++
+

11
1 . Віднімаю-

чи від останнього рядка передостанній, від передостанньо-
го перед- передостанній і т. д., від другого перший, одер-
жуємо: 

1
1

1
1

0
1

1
1

1
1

0
1

110

1
1

0
1

10

1

...
...................

.....

......

...0
................

.......0

.....1

−
−+−+−+

−
+++

−

−
−+−+

−

==Δ

k
knknkn

k
nnn

k
nnn

k
knkn

k
nn

k
nn

CCC

CCC

CÑC

CC

CC

CC

. 
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Тут останній визначник одержано з попереднього розкла-
дом за елементами першого стовпчика. Одержано такий же 
визначник, порядок якого на одиницю менший. Пророби-
вши вказане перетворення k  раз, прийдемо до визначника 
першого порядку, отже 10 ==Δ nC . 

   2.6 Очевидно 

αβγγβα
αγβ
βαγ
γβα

3333 −++==Δ . 

За теоремою Вієта q−==++ αβγγβα ,0 , крім того, 
qp −−= αα 3 , qpqp −−=−−= γγββ 33 , . Враховуючи 

це, маємо: 
( ) 03 =++−=+−−−−−−=Δ γβαγβα pqqpqpqp . 

   2.7 Даний визначник має вигляд:  
0 1 1 ... 1 1
2 0 2 ... 2 2
3 3 0 ... 3 3
... ... ... ... ... ...

1 1 1 ... 0 1
... 0

n

n n n n
n n n n

Δ =

− − − −

 або 

0 1 1 ... 1 1
1 0 1 ... 1 1
1 1 0 ... 1 1

!
... ... ... ... ... ...
1 1 1 ... 0 1
1 1 1 ... 1 0

n nΔ = . 

Віднявши від першого рядка другий, від другого рядка – 
третій, …, від передостаннього рядка – останній, матимемо 

1 1 0 ... 0 0
0 1 1 ... 0 0
0 0 1 ... 0 0

!
... ... ... ... ... ...
0 0 0 ... 1 1
1 1 1 ... 1 0

n n

−
−

−
Δ =

−

. 

Додамо до другого стовпчика перший стовпчик, після чого 
до третього стовпчика додамо другий і т.д. В результаті 
дістанемо: 
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( ) ( )1

1 0 0 ... 0 0
0 1 0 ... 0 0
0 0 1 ... 0 0

! 1 1 !.
... ... ... ... ... ...
0 0 0 ... 1 0
1 2 3 ... 1 1

n
n n n n

n n

−

−
−

−
Δ = = − − ⋅

−
− −

 

Остаточно маємо: ( ) ( )11 1 !.n
n n n−Δ = − − ⋅  

   2.8 Даний визначник має вигляд:  
0 ...

0 ...
0 ...

... ... ... ... ... ...
... 0
... 0

n

b b b b
a b b b
a a b b

a a a b
a a a a

Δ = . 

Віднімемо від першого рядка другий, від другого рядка – 
третій, …, від передостаннього рядка – останній. В резуль-
таті матимемо: 

0 ... 0 0
0 ... 0 0
0 0 ... 0 0
... ... ... ... ... ...
0 0 0 ...

... 0

n

a b
a b

a

a b
a a a a

−
−

−
Δ =

−

. 

Розкладаючи визначник nΔ  за елементами першого стовп-
чика, дістанемо рекурентну формулу  

( ) 1 1
1 1 n n

n na ab+ −
−Δ = − ⋅Δ + − . 

Застосовуючи цю формулу ( )2n−  рази, виразимо визнач-
ник nΔ  через визначник 2Δ :  

( ) ( )( )+−+Δ⋅−−=−+Δ⋅−=Δ −
−

−+
−

2
2

11
1 11 nn

n
nn

nn abaaaba  
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( ) ( ) ( ) =−+−+Δ=−+ −+−+
−

−+ 11221
2

211 111 nnnn
n

nn abbaaab  

( )( ) ( ) ( )1 1 12 3 2 2 1
3 1 1 1n n nn n n

na a ab a b ab− + +− − −
−= − ⋅Δ + − + − + − = 

( ) ( ) ( )1 1 13 3 3 2 2 1
3 1 1 1 ...n n nn n n

na a b a b ab− + +− − −
−= − ⋅Δ + − + − + − = =  

( ) ( ) ( )2 12 2 2 3 3 4 4 1
21 1 ...n nn n n n na a b a b a b ab− +− − − − −= − Δ + − + + + + . 

Оскільки 2 0
a b

ab
a
−

Δ = = − , то  

( ) ( )1 1 2 2 3 3 4 4 11 ...n n n n n n
n a b a b a b a b ab+ − − − − −Δ = − + + + + +  

або, 
( ) ( )1 2 3 1 4 2 5 3 21 ...n n n n n n

n ab a a b a b a b b+ − − − − −Δ = − + + + + + . 

Якщо a b≠ , то ( )
1 1

11
n n

n
n

a bab
a b

− −
+ −

Δ = −
−

.  

Якщо a b= , то ( ) ( )11 1n n
n n a+Δ = − − . 

   2.9 Обчислимо даний визначник: 

( )( ) ( )( )

( )( )( ).

11
11
001

001111

2

22222222

yzxzxy

xzxy
xzxy

xzxyx
xxzxy

xzxyx
xzxyx

zyx
zyx

−−−=

=
++

−−=
++

−−=

=
−−
−−==Δ

 

Тоді 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 3222
2222

3 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −+−+−
≤−−−=Δ

yzxzxyyzxzxy . 

Із очевидної нерівності ( ) 02 ≥++ zyx  легко одержати 
222 zyx ++ zyzxxy 222 −−−≥ . Враховуючи це, маємо: 
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( ) 1
3

3
3

222222
32223222

2 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ++
≤⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −−−++
≤Δ

zyxzyzxxyzyx . 

Тобто 1≤Δ , що і потрібно було довести. 

   2.10 Легко бачити, що 4,3,2 321 =Δ=Δ=Δ . Методом 
математичної індукції доведемо, що 1+=Δ nn . Справді, 
розклавши визначник nΔ  за елементами першого стовпчи-
ка, маємо 

2...000
...............
0...210
0...121
0...001

2 1 −Δ=Δ −nn . 

Останній визначник розкладемо за елементами першого 
рядка і одержимо 212 −− Δ−Δ=Δ nnn . Оскільки за припу-
щенням індукції nn =Δ −1 , 12 −=Δ − nn , то 

( ) 112 +=−−=Δ nnnn , що і потрібно було довести. 
   2.11 Застосуємо метод математичної індукції. При 

4,3=n  твердження легко перевірити. При 4>n  розкла-
даючи визначник nΔ  за елементами першого стовпчика, 
отримаємо 

11...000
11...000
..................
00...110
00...111
00...001

1

−

−
−

+Δ=Δ −nn . 
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Якщо тепер останній визначник розкласти за елементами 
першого рядка, одержимо  nnnnnn aaa =+=+= −−−− 2121 ΔΔΔ , 
що і вимагалось 
   2.12 Таких визначників є, очевидно, !n  штук і кожен з 
них дорівнює 1 або -1. Зрозуміло, що всі визначники мож-
на розбити на пари, в яких один з визначників одержується 
з іншого, якщо в ньому поміняти місцями два рядки. Оскі-
льки ці визначники відрізняються знаком, то ясно, що сума 
всіх таких визначників дорівнює нулю.  
   2.13. Розкладаючи визначник за елементами першого 
стовпчика, одержимо: 

( )

( ) .1010

1...00
.............
00...1
00...01

10

...000
..............

0...10
0...01

det

1010109

10

−−

−

−=−−−=

=

−

−
−

−

−
−

−=−

λλλ

λ

λ

λ

λ
λ

λλEA
 

   2.14 Зауважимо, що парність суми k  доданків, кожен з 
яких є 1, або -1, співпадає з парністю числа k . Справді, 
якщо всі доданки є 1, то твердження очевидне. Якщо ж в 
сумі є доданки, рівні -1, то замінивши кожен з них на 1, ми 
одержимо в сумі k , але при цьому початкова сума збіль-
шилась на парне число, тому парність її не змінилась. 
   Тепер розглянемо матрицю 2AB = . В цій матриці елеме-
нти iib  – непарні числа (сума 0 і непарної кількості 1± ), а 

jibij ≠,  – парні числа (сума двох нулів і парного числа 

1± ). Неважко бачити, що тоді ( )22 detdet AA =  – непарне 
число. А, значить, і Adet  – непарне число, а тому не може 
бути нулем. 
   2.15 В даній матриці знайдуться хоча б два рядки, всі 
елементи яких – непарні числа. Віднявши від одного з та-
ких рядків інший, ми одержимо рядок, який складатиметь-
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ся тільки із парних чисел. Легко бачити, що такий визнач-
ник дорівнює парному числу. 
   2.16 Див. розв’язок попередньої задачі.      
   2.17 Доведення проведемо індукцією по n , де n  – поря-
док матриці. При 1=n  твердження очевидне. Покажемо, 
як зробити індуктивний перехід від 1−n  до n . Поставимо 
на перетині першого рядка і першого стовпчика даної мат-
риці A  число x . Мінор 11A  елемента x  задовольняє при-
пущенню індукції, так що, розставивши на головній діаго-
налі 11A  нулі і одиниці, можна добитися того, що 011 ≠A . 
Розкладаючи визначник матриці A  за елементами першого 
рядка, маємо: MxAA += 11det , де через M  позначено су-
му членів, які не залежать від x . Оскільки 011 ≠A , то 

0det ≠A при 0=x , якщо 0≠M , або при 1=x  якщо 
0=M . 

   2.18 Розглянемо матрицю AAB T= . Неважко бачити, 
що це діагональна матриця, причому 

niaaab niiiii ≤≤+++= 1,... 22
2

2
1 . Тому 
( )( ) ( )22

2
2
1

2
2

2
22

2
12

2
1

2
21

2
11 .........det nnnnnn aaaaaaaaaB +++++++++= K . 

Але ( ) ( )2detdetdetdetdet AAAAAB TT =⋅== , звідки очеви-
дним чином випливає рівність, що доводиться. 
   2.19 Позначимо одержану матрицю через B . Нехай   

матриця A  невироджена; тоді, як відомо, 1

det
1 −= AB

A
T . 

Отже EAB
A

T =⋅
det

1 , або ( )EAABT det= . Звідси 

( ) ( )( )EAABT detdetdet = , або, враховуючи, що визначник 
добутку матриць дорівнює добутку їх визначників і рів-
ність BBT detdet = , одержуємо ( )nAAB detdetdet =⋅ , зві-
дки маємо ( ) 1detdet −= nAB . 
   Нехай тепер 0det =A . Доведемо, що тоді і 0det =B . 
Якщо матриця A  нульова, то доводити нічого, в против-
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ному випадку в матриці A  знайдеться стовпчик, не всі 
елементи якого нулі. Нехай це буде k -тий стовпчик, по-
значимо його через X , тобто ( )Tnkkk aaaX ...21= . Роз-
глянемо добуток XBT . В цьому стовпчику всі елементи, 
крім k -того, є сума добутків елементів k -того стовпчика 
матриці A  на алгебраїчні доповнення відповідних елемен-
тів інших стовпчиків цієї матриці, а тому дорівнюють ну-
лю. k -тий елемент стовпчика рівний 

0det2211 ==+++ AAaAaAa nknkkkkk K . Отже 0=XBT , при-
чому 0≠X . Остання рівність можлива тільки в тому ви-
падку, коли матриця TB , а з нею і матриця B , – виродже-
на; отже 0det =B . 
   Таким чином, можна записати, що ( )αAB detdet = , де 

1−= nα , якщо 0det ≠A  і 0>α  – довільне, якщо 0det =A . 
   2.20 Із рівності ( ) EAB m =  випливає, що матриці A  і B  
невироджені. Цю рівність, враховуючи асоціативність 
множення матриць, можна подати у ви-
ді: ( ) ( ) ( ) EBBABABAA

m

=⋅⋅⋅⋅
−

444 3444 21 K
1

. Домножуючи зліва на 1−A , 

маємо ( ) ( ) ( ) 1

1

−

−

=⋅⋅⋅ ABBABABA
m

444 3444 21 K , що при домноженні те-

пер справа на A  приводить до рівності 
( ) ( ) ( )( ) EBABABABA

m

=⋅⋅⋅
−

444 3444 21
K

1

, тобто ( ) EBA m = . 

   2.21 Нехай ( ) ( ) ( )
nnijnnijnnij cCBAABbBaA

×××
==−== ,, . 

Знайдемо слід матриці C , тобто суму елементів головної 
діагоналі: 

( ) ( ) =+++−+++=∑ ∑∑
= ==

n

i

n

i
niiniiiiniiniiii

n

i
ii abababbababac

1 1
22112211

1
......

( ) 0
1 1

=−=∑∑
= =

n

i

n

j
jijiij bba . 
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Оскільки слід одиничної матриці n -го порядку дорівнює 
n , то рівність EBAAB =−  неможлива. Отже, таких мат-
риць не існує. 

   2.22 Позначимо ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
01
10

A . Неважко перевірити,що 

EAAA =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=

10
01

,
01
10

,
10

01 432 . 

Тому ( ) 33350235024320082011 AAEAEAAAAA =⋅=⋅=⋅=⋅= . 

Отже,  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− 01

10
01
10 2011

. 

   2.23 а) Маємо BEA += , де E  – одинична матриця, а 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
=

002
001
120

B . 

Легко перевірити, що 

OBB =
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−=

000
000
000

,
240
120

000
32 . 

Оскільки матриці E  і B  комутують, то можна скориста-
тись формулою бінома Ньютона: 

( ) +
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⋅
++=+=

100
010
001

2
99100100 2100100 BBEBEA  

.
989919800200
49509901100
1002001

240
120

000
4950

002
001
120

100
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−

−
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−+

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
+

    
   б) Легко встановити, що 



 99

Ea
a

a
a

A
a

aA ⋅=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

00
00
00

,
00
00
100

32 , 

де E  – одинична матриця третього порядку. Тоді 
( ) ( ) AaAEaAEaAAAAA ⋅=⋅⋅=⋅⋅=⋅=⋅= 33333333399100 .  

Таким чином, 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
⋅=

00
00

00

00
100
010

34

33

33

33100

a
a

a

a
aA . 

   2.24 Позначимо дану матрицю через A . Очевидно, спра-
ведлива рівність BEA 32 += , де E  – одична матриця, а 

.

0000
1000
0100
0010

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=B  

Неважко перевірити, що 

.,

0000
0000
0000
1000

,

0000
0000
1000
0100

432 OBBB =

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=  

Як і в попередній задачі, скористаємось формулою бінома 
Ньютона: 

( ) .3212032453210232 3372289101010 BBBEBEA ⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅+=+=
Таким чином, сума елементів першого рядка матриці 10A  
дорівнює 

.53478432120324532102 3728910 =⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅+  
   2.25 Справді, ( )( )=++++− −12 ... kAAAEAE  

EAEAAAAAAAE kkk =−=−−−−−++++= − KK 3212 . 
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   2.26 Матрицю A  можна представити у виді BEA −= λ , 
де E  – одинична матриця , а  

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
−

=

00000
10000

01000
00100
00010

B . 

Легко перевірити, що 

,

00000
00000
00000
10000

01000

,

00000
00000
10000
01000
00100

32

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−

=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

= BB  

OBB =

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

= 54 ,

00000
00000
00000
00000
10000

. 

Розглянемо добуток 

( )

.1

11111111

1111111

5
5

5
5

4
4

3
3

2
2

4
4

3
3

2
2

2
2

4
5

3
4

2
32

EBE

BBBBBBBB

BBEBBBBEBE

==−=

=−−−−−+++

+++=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++++−

λ

λλλλλλλλ

λλλλλλλ
λ

Таким чином, =++++=− 4
5

3
4

2
32

1 11111 BBBBEA
λλλλλ

 

( )432234
5

1 BBBBE ++++= λλλλ
λ

. Враховуючи це, маємо 
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⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−−
−−

=−

4

34

234

234

234

5
1

0000
000

00
0

1

1

λ
λλ
λλλ
λλλλ

λλλλ

λ
A . 

Цей результат легко узагальнюється на випадок матриці 
будь-якого порядку. 
   2.27 Методом математично індукції легко довести, що 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
ϕϕ
ϕϕ

ϕϕ
ϕϕ

nn
nnn

cossin
sincos

cossin
sincos

. 

   2.28 Зрозуміло, що 0det =A , отже можна вважати, що 
рядки матриці A  пропорціональні. Якщо серед елементів 
матриці A  немає нулів, то таку матрицю можна предста-

вити у виді 0,
11
11

≠⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= mmA . Для будь-якого натураль-

ного k  маємо 0
22
22

11
11

11

11

≠⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

−−

kk

kkk

. Отже, серед еле-

ментів матриці повинні бути нульові, причому ясно, що їх 
повинно бути не менше двох. Легко впевнитись, що мат-

риці виду ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
10
10

,
01
01

,
00
11

,
11
00

, а також ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
00
01

, 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
10
00

 при піднесенні до степеня не змінюються. Із ска-

заного вище випливає, що умову 0=kA  можуть задоволь-
нити тільки матриці виду 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
00

0 a
 або ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
0
00

a
. 

Але кожна з них задовольняє також умову 02 =A . 
   2.29 Легко перевірити, що BA =2 . Тому 
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⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

==

1...000
...............

1...100
1...110
1...111

AX . 

   2.30 Від супротивного. Нехай BAE −  – вироджена мат-
риця. Тоді існує ненульовий вектор X  такий, що 
( ) 0=− XBAE , звідки випливає, що BAXX = . Позначимо 

AXY = . Оскільки BYX = , то 0≠Y . Маємо 
( ) ( ) ( ) =−=−=−=−=− AXYBAXAYAXABYABYYYABE

0=−= YY , що означає, що ABE−  вироджена; супереч-
ність.  

   2.31 Маємо ( ) 0
10

=+==+ ∑∑
==

m

i

ii
m

m

i

ii
m

m ACEACAE , тобто 

∑
=

−=
m

i

ii
m ACE

1

 і ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−= ∑

=

−
m

i

ii
m ACAE

1

1 , звідки ∑
=

−− −=
m

i

ii
m ACA

1

11 , 

тобто A  – невироджена матриця. 
   2.32 Оскільки ранг матриці A  дорівнює 1, то всі її рядки 
пропорціональні одному. Цей рядок і приймемо за матри-
цю С . Нехай i -тий рядок матриці A  дорівнює Cbi . Тоді 
за матрицю B  візьмемо стовпчик ( )ib . За означенням до-
бутку матриць маємо BCA = . 
   2.33 З умови задачі випливає, що ( )( )1 22 2X X E− = , де 
E  – одинична матриця того ж порядку, що й матриця X . 
Звідси  

( ) ( ) EXEXXXEXX =⇔=⇔= −− 444 121 . 

Отже, EX
4
1

= . 

   2.34 Оскільки ( )( )AEAEAAE +−=−+ 22 2 ( )( )AEAE −+= 2 , 

то ( ) ( ) ( ) =−+=−+ −−− 1112 22 AEAEAAE ( ) ( ) 112 −− +− AEAE . 
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Отже,  
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) ( ) ( ) ,2232

2322

2232

1111

1111

111211

OAEAEOAEAEEAEAE

AEAEAEAEAE

AEAEAEAAEAEAE

=−+=−+−−++=

=−+−+−−+

+−++=−+−++−

−−−−

−−−−

−−−−−

де O  – нуль-матриця порядку n . 
   2.35 Див. розв’язок попередньої задачі. Відповідь: нуль-
матриця.  
   2.36 Застосуємо метод математичної індукції. При 2=n  
маємо: 

( )( ) ( )( )+−−=−++−−=−= 112111
1

1
21212121

2

1 xxxxxxxx
x

x
 

( )( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+
−

+−−=−+−+
1

1
1

111111
22

2112 xx
xxxx . 

   Нехай тепер 2>n  і для визначників, порядок яких мен-
ший n , твердження доведено. У заданому визначнику від-
німемо від останнього рядка передостанній і розкладемо 
його за елементами останнього рядка: 

=

−−

=Δ

−

−

11...000
1...111
..................
11...11
11...11
11...11

1

1

3

2

1

nn

n

xx
x

x
x

x

 

( ) ( )

1...111
...............
1...11
1...11
1...11

1

...111
...............
1...11
1...11
1...11

1 3

2

1

1

1

3

2

1

x
x

x

x

x

x
x

x

x n

n

n −+−= −

−

 



 104

Перший з двох одержаних визначників згідно з припущен-
ням індукції дорівнює  

( ) ( ) =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

++
−

+−−=Δ
−

− 1
1...

1
111...1

11
111

n
n xx

xx . 

( ) ( ) ( ) ( ) ++−−+−−= −− ...1...11...1 1211 nn xxxx  
( ) ( )1...1 21 −−+ −nxx . 

Другий визначник одержується з першого при 11 =−nx , отже 
( )( ) ( )1...11 2212 −−−=Δ −nxxx . 

Тоді заданий визначник дорівнює 
    ( ) ( ) ( ) ( )( )×−−−=Δ−+Δ−=Δ −− 11...111 11211 nnnn xxxxx  

( ) ( )( ) =−−−+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

++
−

+× −−
−

11...1
1

1...
1

11 121
11

nn
n

xxx
xx

 

( ) ( )( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+
−

++
−

+−−−=
−

− 1
1

1
1...

1
1111...1

11
11

nn
nn xxx

xxx , 

що і треба було довести.  
   2.37 Припустимо, що така матриця існує. Тоді, домно-
живши рівність AB =2  на матрицю B  справа, а потім злі-
ва, одержуємо BAABB ==3 , тобто BAAB = . Нехай  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

333231

232221

131211

bbb
bbb
bbb

B , тоді 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

000
333231

232221

bbb
bbb

AB , 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

3231

2221

1211

0
0
0

bb
bb
bb

BA  

і ми одержуємо рівності: 0323121 === bbb , 332211 bbb == , 

2312 bb = . Отже, всяка матриця, яка комутує з матрицею A , 

має вид 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

a
ba
cba

00
0 . Але матриця B  з необхідністю повин-

на бути виродженою, бо такою є матриця A , а тому 0=a . 
Отже,  
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⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

000
00

0
b
cb

B , але тоді 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=
000
000

00 2

2

b
B  і ніяк не може 

дорівнювати матриці A .  
   2.38 Зробимо наступні перетворення:  
1) у визначнику Δ  віднімемо від останнього стовпчика пе-
рший, від передостаннього – другий і т. д., від 1+n  стовп-
чика віднімемо n -й ; 
2) в одержаному визначнику до останнього рядка додамо 
перший, до передостаннього – другий і т.д., до n -го рядка 
додамо 1+n -й. 
Одержимо: 

=

−−

++

+
+

=Δ

nn
nn

nn
nn

n
n

20...00...04
012...00...140
........................
00...113...00
00...3...00
........................
022...00...20

120...00...01

 

=

−
−−

−+
=

nn
nn

nn
nn

n
n

20...00...04
02...00...140
........................
00...213...00
00...2...00
........................
02...00...20

20...00...01
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nn
nn

nn
n

n
n

20...00...04
02...00...140
........................
00...213...00
00...014...00
........................
00...00...140
00...00...014

−
−−

−+
+

+
+

= . 

Оскільки в одержаному визначнику всі елементи над голо-
вною діагоналлю – нулі, то він дорівнює добутку діагона-
льних елементів. Отже  
                     ( ) ( ) ( ) ( )( )nnnn nnnn 1421214 +−=−+=Δ . 
   2.39 Домножимо рівність AA =2  на A , одержимо: 

AAA == 23 , тобто AA =3 ; аналогічно BB =3 . Тоді  
( ) BABABABABABBAABA −=−+−=−+−=− 3333 32233 . 
Отже, ( ) ( )BABA −=− detdet 3 , але ( ) ( )( )33 detdet BABA −=−  
і ми приходимо до рівності ( )( ) ( )BABA −=− detdet 3 , що 
можливо тільки у трьох випадках: коли ( )BA −det  дорів-
нює -1, 0, або 1.  
   2.40 Якщо б така матриця існувала, то домноживши да-
ну рівність на 3 і додавши до обидвох частин одиничну 
матрицю, ми б одержали: 

( )
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−
−

=+
8120

646
9152

3 2EA . 

Визначник матриці, що стоїть справа, дорівнює -152. Вра-
ховуючи це, маємо: ( ) ( )( ) 1523det3det 22 −=+=+ EAEA , 
що неможливо. 
   2.41 Неважко здогадатись, що степені матриці A  мають 
вид: 
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⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

=

n

n

n

nn

n

n c

ba

A

5
100

3
10

2
1

,   де   1111 === cba . 

Розглянемо 1+nA . З одного боку 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

=⋅=

+

+

+

+

1

1

1

1

5
100

5
1

3
1

3
10

5
1

2
1

3
1

2
1

2
1

n

n

nn

nn

n

n

nn

nn c

baa

AAA , 

а з другого 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
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⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
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⎜
⎝
⎛
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⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

=⋅=

+

+

+

+

1

1

1

1

5
100

3
1

5
1

3
10

2
1

5
1

2
1

3
1

2
1

n

n

nn

nn

n

n

nn

nn c

bca

AAA . 

Таким чином, повинні виконуватись рівності: 

n

n

n

n

n

n

n

n

ccaa
3
1

5
1

5
1

3
1,

2
1

3
1

3
1

2
1

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ , 

nn

n

nn

n

bcba
2
1

5
1

5
1

2
1

++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  . 

Отже,   

,
5
1

3
1

2
15,

3
1

2
16 ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

nn

n

nn

n ca  
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( )nn

nn

n cab −+⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

3
10

5
1

2
1

3
10 . 

Звідси випливає, що 0limlimlim ===
∞→∞→∞→ nnnnnn

bca , а врахову-

ючи, що діагональні елементи матриці nA  теж прямують 
до нуля при ∞→n , одержуємо: OAn

n
=

∞→
lim , де O  – нульо-

ва матриця третього порядку.     
   3.1 Із умови задачі випливає, що ( ) ( ) 12,21 == PP .  Не-
хай частка від ділення ( )xP  на ( )( )21 −− xx  є ( )xQ  і остача 

bax + , тобто 
( ) ( )( ) ( ) baxxQxxxP ++−−= 21 . 

Підставивши у цю рівність 1=x , а потім 2=x , одержуємо 
систему 

⎩
⎨
⎧

=+
=+

,12
,2

ba
ba

 

звідки 3,1 =−= ba . Отже, шукана остача є  3+− x . 
   3.2 Нехай при такому діленні одержується частка ( )xQ  і 
остача bax + , тобто 

( )( ) baxxxQxxxxxx ++−=+++++ 12243812793 . 
Покладаючи в цій рівності 1=x  і 1−=x , одержуємо: 

ba +=6 , ba +−=− 6 , звідки 0,6 == ba . Отже, шукана 
остача дорівнює x6 . 
   3.3 Нехай многочлен ( )xP  дорівнює 7 при 

,,, cxbxax ===  dx = . Це означає, що рівняння 
( ) 07 =−xP  має чотири різних цілих корені dcba ,,, , 

тобто 
( ) ( )( )( )( ) ( )xQdxcxbxaxxP −−−−=− 7 , 

де ( )xQ  – теж многочлен з цілими коефіцієнтами. Який, 
зокрема, може дорівнювати 1. Припустимо, що многочлен 
( )xP  приймає при цілому значенні mx =  значення 14. Пі-
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дставивши значення mx =  в останню рівність, одержимо:          
( )( )( )( ) ( )mQdmcmbmam −−−−=7 , 

що неможливо, бо цілі числа dmcmbmam −−−− ,,,  всі 
різні, а 7 неможливо розкласти в добуток п’яти співмнож-
ників, із яких принаймні чотири різні. 
   3.4 Із умови випливає, що 1=x , 2=x  і 3=x  є кореня-
ми многочлена ( ) 5−xP , тому 

( ) ( )( )( ) ( )xQxxxxP 3215 −−−=− , 
де ( )xQ  – многочлен з цілими коефіцієнтами. Якщо існує 
ціле число cx =  таке, що ( ) 6=cP , то з останньої рівності 
одержуємо 

( )( )( ) ( )cQccc 3211 −−−= . 
Але це неможливо, бо одиницю не можна подати у вигляді 
добутку чотирьох цілих співмножників, принаймні три з 
яких різні. Отже, не існує цілого значення x , про яке 
йдеться в умові задачі. 
   3.5 Нехай ( ) nn

nn axaxaxaxP ++++= −
−

1
1

10 K . Якщо m  і 
k  – два цілих числа однакової парності, то різниця 
( ) ( )kPmP −  парна. Дійсно, вираз  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )kmakmakmakPmP n

nnnn −++−+−=− −
−−

1
11

10 K  
ділиться на парне число km − . Зокрема, при q  парному 
різниця ( ) ( )0PqP −  парна. Але за умовою ( )0P  непарне; 
отже ( )qP  теж непарне, а тому ( ) 0≠qP . Аналогічно при q  
непарному різниця ( ) ( )1PqP −  парна; оскільки за умовою 
( )1P  непарне, то звідси, як і вище, випливає, що ( ) 0≠qP . 

Отже ( )xP  не може обертатись в нуль ні при якому цілому 
x  (як парному, так і непарному), тобто многочлен ( )xP  не 
має цілих коренів. 
   3.6 Нехай такий многочлен ( ) n

nn axaxaxP +++= − ...1
10  

існує. Тоді  ( ) 5...777 1
10 =+++= −

n
nn aaaP ,  
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( ) 9...151515 1
10 =+++= −

n
nn aaaP . 

Віднімаючи одну рівність від другої, одержимо рівність 
( ) ( ) ( ) 4715...715715 1

11
10 =−++−+− −

−−
n

nnnn aaa , 
де ліва частина ділиться на 15-7=8, а права частина не ді-
литься на 8 – суперечність.  
   3.7 Нехай такий многочлен існує. Якщо ( ) 202012 =P , то 
різниця ( ) ( ) 1992122012 −=− PP . З другого, боку ця різни-
ця повинна ділитись на 2012-12=2000, суперечність. Отже, 
( )2012P  не може дорівнювати 20. Аналогічно доводиться, 

що ( )2012P  не може дорівнювати 12. Таким чином, такого 
многочлена не існує. 
   3.8 Припустимо супротивне: нехай деякий многочлен з нату-
ральними коефіцієнтами ( )xP  приймає при всіх натуральних 
значеннях x  значення, рівні степеням двійки з натураль-
ним показником, причому ( ) constxP ≠ ; тоді, очевидно, 
( )xP  буде строго зростаючою функцією при 0>x . Нехай 

m  – деяке натуральне число і ( ) kmP 2= . Візьмемо число 
lmm 21 += , де l  натуральне, причому kl > ; тоді 

( ) qmP 21 = , де q  натуральне і kq > . Розглянемо різницю 
( ) ( ) ( )122221 −=−=− −kqkkqmPmP . Але ця різниця пови-

нна ділитись, як відомо, на різницю lmm 21 =− . Врахову-
ючи, що числа l2  і 12 −−kq  взаємно прості, приходимо до 
висновку, що k2  повинно поділитись націло на l2 , що 
неможливо, бо kl > . Одержана суперечність і доводить 
твердження задачі. Зауважимо, що твердження залишиться 
в силі, якщо замість двійки взяти будь-яке інше натуральне 
число, доведення аналогічне. 
   3.9 Маємо ( ) ( )( )( )( )( ) ( )xQxxxxxxxxxxxP 543215 −−−−−=− , 
де 54321 ,,,, xxxxx  – цілі точки, в яких значення многоч-
лена ( )xP  дорівнює 5, ( )xQ  – многочлен з цілими коефіці-
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єнтами. Припустимо, що для деякого цілого 0x  ( ) 00 =xP ; 
тоді ( )( )( )( )( ) ( ) 505040302010 −=−−−−− xQxxxxxxxxxx . 
Отже, 5040302010 ,,,, xxxxxxxxxx −−−−−  – різні цілі 
числа, які ділять -5. З другого боку, -5 має всього 4 різних 
цілих дільники 1, -1, 5 і -5 – суперечність. 
   3.10 Насамперед зауважимо, що na  і 

nn aaa ++++ −111 K  – непарні числа. Тепер припустимо, 

що ( )xP  має раціональний корінь, позначимо його 
q
p . Як 

відомо, чисельник цього дробу повинен бути дільником 
вільного члена na ; отже p  – непарне число. Підставимо 

q
px =  в ( )xP  і домножимо одержану рівність на nq . 

Отримаємо 01
1

1
1 =++++ −

−
− n

n
n

n
nn qapqaqpap K . Неважко 

бачити, що ліва частина цієї рівності – непарне число як 
при  парному, так і непарному q , що свідчить про те, що 
рівність виконуватись не може.  
   3.11 Розглянемо многочлен ( ) ( ) 2−= xPxQ  і доведемо 
наступне твердження: якщо многочлен ( )xQ  з цілими кое-
фіцієнтами має чотири різні цілі корені, то при будь-якому 
цілому значенні x  ціле число ( )xQ  або дорівнює нулю, 
або є складеним (зокрема, воно не може дорівнювати 1). 
Нехай dcba ,,,  – різні цілі корені многочлена ( )xQ . Тоді 
справедливий розклад ( ) ( ) ( )xRxSxQ = , де  

( ) ( )( )( )( )dxcxbxaxxS −−−−= , 
а ( )xR  – деякий многочлен з цілими коефіцієнтами. Нехай 

0x  – ціле число, відмінне від cba ,, і d . Тоді ( )0xR  ціле, а 
( )0xQ  ділиться на добуток ( )( )( )( )dxcxbxax −−−− 0000  чо-

тирьох різних цілих чисел, хоча б два з яких відмінні від 1 і 
-1. Тому або ( ) 00 =xQ , або число ( )0xQ  – складене. Зок-
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рема, ні при якому цілому x  число ( )xQ  не дорівнює ні 
одному з чисел -1, 1, 3, 5 і 7, а значить, число 
( ) ( ) 2+= xQxP  не дорівнює ні одному з чисел 1, 3, 5, 7 і 9. 

   3.12 Якщо многочлен сьомого степеня ( )xP  розклада-
ється в добуток двох многочленів ( )xQ  і ( )xR  з цілими ко-
ефіцієнтами, то степінь хоча б одного із співмножників не 
перевищує 3; нехай це буде ( )xQ . Якщо ( )xP  при семи ці-
лих значеннях x  приймає значення 1± , то ( )xQ  при тих 
же значеннях x  теж приймає значення 1± . Серед семи ці-
лих значень x , при яких ( )xQ  приймає значення 1± , 
знайдуться чотири таких, при яких ( )xQ  приймає значення 
1, або чотири таких, при яких ( )xQ  приймає значення  -1. в 
першому випадку рівняння степеня не вище 3 ( ) 01 =−xQ  
має чотири корені, в другому випадку рівняння ( ) 01 =+xQ  
має чотири корені, що неможливо. 
   3.13 Якщо ( )xP  – многочлен з цілими коефіцієнтами і m  
і l  – цілі числа, то ( ) ( )lPmP −  ділиться на lm − (див., зок-
рема, розв’язок задачі 3.5). Нехай N  – деяке ціле число і 
( ) 0≠= MNP . При будь-якому цілому k  
( ) ( )NPkMNP −+  ділиться на kM , а значить, і на M ; то-

му при будь-якому цілому k  ( )kMNP +  ділиться на M . 
Але серед значень ( ) K,2,1,0, =+ kkMNP  зустрічаються 
числа, відмінні від M± , оскільки в противному випадку 
принаймні одне з рівнянь ( ) 0=− MxP  або ( ) 0=+ MxP  
мало б більше ніж n  коренів, де n  – степінь многочлена 
( )xP , що неможливо. 

   3.14 Всякий многочлен виду ( ) axxP = , очевидно, задо-
вольняє умовам задачі. Доведемо методом математичної 
індукції, що для будь-якого невід’ємного цілого n  шука-
ний многочлен ( )xP  задовольняє рівність ( ) ( )1nPnP = . 
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При 0=n  і 1=n  рівність виконана. Нехай вона вже дове-
дена для всіх чисел, менших n  де Nn∈ . Тоді із рівності в 
умові задачі при 1−= nx  маємо ( ) ( ) ( )212 −+=− nPnPnP , 
або ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )112112 nPPnPnnP =−−−= , отже рівність 
справедлива і для числа n  (до речі, легко довести, що ця 
рівність має місце і для від’ємних n ). Оскільки многочлен 
( ) ( )xPxP 1−  має нескінченно багато коренів, то він тотож-

но дорівнює нулю. Поклавши ( ) aP =1 , одержуємо, що шу-
кані многочлени мають вид ( ) axxP = . 
   3.15 Підставивши в дану тотожність 0=x  і 2=x , ба-
чимо, що многочлен ( )xP  має корені 0 і 1, а значить, ді-
литься на xx −2 . Тоді, підставляючи в тотожність вираз 
( ) ( ) ( )xQxxxP −= 2 , одержуємо 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )xQxxxxQxxx −−≡−−−− 22 2111 , 
або 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )xQxxxxQxxx 12121 −−≡−−− , 
тобто ( ) ( )1−≡ xQxQ . Звідси маємо 
( ) ( ) ( ) K=−=−= 210 QQQ . Тому ( ) axQ =  – константа, і 

шукані многочлени мають вид ( ) ( )xxaxP −= 2  (безпосере-
дньою перевіркою можна переконатись, що всі такі много-
члени задовольняють вказану тотожність). 
   3.16 Підставляючи в дану тотожність послідовно зна-
чення 0,2,1 =−== xxx , одержуємо, що шуканий много-
член ( )xP  має корені 0, 1± , а тому ділиться на xx −3 . Ви-
раз ( ) ( ) ( )xQxxxP −= 3  підставимо в тотожність: 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) 021111 33 ≡−+−++−+− xQxxxxQxxx , 
або ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) 01121211 ≡−++−+++− xQxxxxxQxxxx , 
що приводить до тотожності ( ) ( )xQxQ ≡+1 , звідки одер-
жуємо ( ) ( ) ( ) K=== 210 QQQ . Тому ( ) axQ =  – константа, і 
шукані многочлени мають вид ( ) ( )xxaxP −= 3  . 



 114

   3.17 Підставляючи в дану тотожність послідовно 
2012,,2,1,0 K=x , неважко переконатись, що числа 0, 1, ... , 

2011 є коренями даного многочлена, а тому 
( ) ( )( ) ( ) ( )xQxxxxxP 2011...21 −−−= ,   

де ( )xQ  – деякий многочлен. Доведемо, що ( )xQ  – много-
член нульового степеня, тобто ( ) axQ = , де consta = .  Під-
ставивши ( )xP  в задану тотожність, одержуємо ( )×− 2012x  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )120122120111 −−−−≡−−× xQxxxxxQxxx KK , 
звідки випливає тотожність ( ) ( )1−≡ xQxQ . Далі можна 
навести такі ж міркування, як і в розв’язках двох попере-
дніх задач. Але можна завершити доведення по-іншому. 
Припустимо, що ( )xQ  – многочлен степеня 1≥k , тобто 
( ) k

kk axaxaxQ +++= − K1
10 , де 00 ≠a . Але тоді 

( ) ( ) ( ) k
kk axaxaxQ ++−+−=− −

K
1

10 111 . Оскільки многоч-
лени ( )xQ  і ( )1−xQ  тотожно рівні, то повинні співпадати 
їх коефіцієнти при однакових степенях x . Прирівнюючи 
коефіцієнти при 1−kx , маємо 101 akaa +−= , звідки 00 =a , 
прийшли до суперечності. Отже ( ) constaxQ ==  і 
( ) ( )( ) ( )2011...21 −−−= xxxaxxP . Легко перевірити, що 

будь-який многочлен такого виду задовольняє вказану то-
тожність. 
   3.18 Нехай шуканий многочлен має вид 

( ) 01
1

1 axaxaxaxP n
n

n
n ++++= −

− K , де 0≠na . 
Припустимо, що хоча б один із коефіцієнтів 011 ,,, aaan K−  
відмінний від нуля. Виберемо найбільше значення nk < , 
для якого 0≠ka . Тоді маємо ( ) ++++= 2

1
222 xaxaxaxP k

k
n

n K  

( ) ( )( )22
010 ... xPaxaxaxaa k

k
n

n =++++=+ . Порівнюючи 
коефіцієнти при knx + , одержуємо рівність knaa20 = , яка 
суперечить умовам 0≠na , 0≠ka . Отже, 
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0011 ====− aaan K  і ( ) n
n xaxP = . Нарешті, із умов 

( ) ( )( ) n
n

n
n xaxPxPxa 22222 ≡≡≡  маємо 1=na , тобто 
( ) nxxP = . 

   3.19 Позначимо ( ) ( )1,1 −=−= yPyQxy . Тоді маємо 
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )222222 12,12 yQyPxxPyQyPxP =−=−=−=− , 

і початкова тотожність запишеться у виді ( ) ( )( )22 yQyQ = , 
тобто з точністю до позначень співпадає з тотожністю по-
передньої задачі. Тому ( ) nyyQ =  і, враховуючи, що 
( ) ( )yPyQ =+1 , маємо ( ) ( )nyyP 1+= . Таким чином, шука-

ний многочлен є ( ) ( )nxxP 1+= . 
   3.20 Можна вважати, що старші коефіцієнти обох мно-
гочленів додатні, в противному випадку один з многочле-
нів, чи навіть обидва, домножимо на -1. Розглянемо різни-
цю ( ) ( )xQxP − . Зрозуміло, що можна вказати 0x  таке, що 
( )xP  і ( )xQ  строго зростаючі при 0xx > . Нехай 01 xx >  

таке, що ( ) mxP =1 , ( ) nxQ =1 , де m  і n  цілі. Очевидно, 
наступні цілі значення 1+m  і 1+n  многочлени приймуть в 
одній і тій же точці 12 xx > : ( ) 12 += mxP , ( ) 12 += nxQ . 
Ясно, що значення 2+m  і 2+n  теж приймаються в одній і 
тій же точці 23 xx >  і т. д. Ми одержуємо нескінченну по-
слідовність { }kx  таку, що ( ) ( ) =− kk xQxP  constnm =−= . 
Звідси очевидним чином випливає, що ( ) ( )xQxP −  є конс-
танта на всій числовій прямій. 
   3.21 З умови задачі випливає, що ( )xPn  – многочлен па-
рного степеня ( kn 2= ), коефіцієнт при старшому степені 
додатний ( можна вважати, що він дорівнює 1) і що мно-
жину коренів многочлена ( )xPn  можна розбити на пари 
комплексно спряжених: 1x  і 1x , 2x  і 2x , …, kx  і kx . Отже, 
многочлен ( )xPn  можна подати у вигляді: 
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( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )kkn xxxxxxxxxxxxxP −−−−−−= ...... 2121 . 
Добуток перших k  множників є многочлен степеня k . Цей 
многочлен є комплексно спряженим до многочлена степе-
ня k , що дорівнює добутку останніх k множників, тобто 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )xiRxQxiRxQxPn −+=  або 
( ) ( ) ( )xRxQxPn

22 += , 
де ( ) ( )xRxQ ,  – многочлени з дійсними коефіцієнтами, що 
й треба було довести. 
   3.22 Оскільки всі коефіцієнти многочлена ( )xP  не-
від’ємні, то ні один із його коренів nααα ,,, 21 K  не може 
бути додатним. Отже, цей многочлен має вид 
( ) ( )( ) ( )nxxxxP βββ +++= K21 , де 0>−= ii αβ , ni ,,2,1 K= . 

Використовуючи нерівність Коші, маємо 
niiiii ,,2,1,3113112 33 K==⋅⋅≥++=+ ββββ . Враховую-

чи, що за теоремою Вієта 121 =nβββ K , одержуємо  

( ) ( )( ) ( ) n
n

n
nP 332222 3

2121 =≥+++= ββββββ KK , 
що і вимагалось. 
   3.23 Доведення проведемо індукцією по n . При 0=n  
твердження справедливе, оскільки в цьому випадку 
( ) 2121 ++ ++ nn xx ≡ 12 ++ xx . Припустимо, що твердження 
виконано для значення 1−n , тобто многочлен 
( ) 1121 +− ++ nn xx  ділиться на многочлен 12 ++ xx . Але тоді  

( ) ( ) ( ) ≡⋅+++≡++ +−++ 1122212 111 nnnn xxxxxx  
( )( ) ≡⋅++++≡ +− 1122 112 nn xxxxx  

( )( ) ( )( )112122 111 +−− ++++++≡ nnn xxxxxx  
теж ділиться на 12 ++ xx , тобто твердження справедливе і 
для значення n . 
   3.24 Зауважимо, що ( ) ( ) 11 5 −=− xxfx . Тоді ( ) += 205 xxf  

( ) ( ) ( ) ( ) 511111 510152051015 +−+−+−+−=++++ xxxxxxx . 
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Але 15 −x , а значить, і ( )xf  є дільниками кожної із дужок. 
Звідси видно, що шукана остача дорівнює 5.   
   3.25 Добуток квадратних тричленів baxx ++2  і 

dcxx ++2  представляється у виді  
( ) ( ) ( ) bdxadbcxdacbxcax ++++++++ 234 . 

   Одержаний многочлен четвертого степеня  тотожно до-
рівнює многочлену 222 24 +++ xxx , якщо  
     ,0=+ ca               (3.1)                ,2=++ dacb           (3.2) 
     ,2=+ adbc           (3.3)                .2=bd                      (3.4) 
Оскільки за умовою dcba ,,,  – цілі числа, то (3.4) може 
виконуватись тільки в тому випадку, коли один із спів-
множників непарний (рівний 1 чи -1), а другий парний (рі-
вний 2 чи -2). Нехай, наприклад, b  непарне, а d  парне. 
Тоді із (3.3) випливає, що добуток bc  парний. Але b  непа-
рне, отже c  повинно бути парним, що неможливо, бо при 
b  непарному, а c  і d  парних ліва чистина співвідношення 
(3.2) непарна і не може дорівнювати 2. 

   3.26 Очевидно ( )
1
11 12

−
−

=++++=′ −

x
xxxxxf

n
nK . Легко 

бачити, що якщо n  парне, то ( ) 0<′ xf  при ( )1, −∞−∈x  і 
( ) 0>′ xf  при ( )∞+−∈ ,1x . Отже, ( )xf  досягає абсолют-

ного мінімуму в точці 1−=x , але 

( ) 01
4
1

3
1

2
11 >+−+−=−

n
f K . Це означає, що ( ) 0>xf  для 

всіх x , тому при парному n  многочлен коренів не має. 
   Якщо ж n  непарне, то ( ) 0>′ xf  для всіх x . Оскільки при 
цьому ( ) ( ) +∞=−∞=

∞+→∞−→
xfxf

xx
lim,lim , то рівняння ( ) 0=xf  

має єдиний дійсний корінь. 
   3.27 Нехай многочлен ( )xPn  має більше як  один дійс-
ний корінь, і нехай 1x  і 2x  ( 21 xx < ) – корені многочлена 
такі, що інтервал ( )21 , xx  не містить інших дійсних коренів 
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заданого многочлена. Зауважимо, що 01 <x  і 02 <x , тому 
що многочлен ( )xPn  може мати лише від’ємні корені. 

Оскільки ( ) ( )!1!2
1

12

−
++++=′

−

n
xxxxP

n

n K , то  

( ) ( )
!n

xxPxP
n

nn +′=  і ( )
!

1
1 n

xxP
n

n −=′  , ( )
!
2

2 n
xxP

n

n −=′ . Звідси ви-

пливає, що в точках 1x  і 2x  похідна ( )xPn′  має однакові 
знаки. Тоді в деякому правому півоколі точки 1x  і в деяко-
му лівому півоколі точки 2x  многочлен ( )xPn  буде мати 
різні знаки. Звідси випливає, що знайдеться точка 

( )213 , xxx ∈ , для якої ( ) 03 =xPn . Дістали суперечність. Це 
означає, що многочлен ( )xPn  має не більше  одного дійс-
ного кореня, що й треба було довести. 

   3.28 Розглянемо функцію ( ) n
n

x
a

x
a

x
axf +++= K2

21 . Не-

важко бачити, що при додатних x  похідна цієї функції 
від’ємна, тому функція ( )xf  на півосі ( )∞+,0  строго спа-
дає від ∞+  до нуля. А тому існує єдине додатне 0x  таке, 

що ( ) 10 =xf , тобто 1
0

2
0

2

0

1 =+++ n
n

x
a

x
a

x
a

K . Звідси 

02
02

1
010 =−−−− −−

n
nnn axaxax K , тобто 0x  є єдиним додат-

ним коренем даного многочлена. 

   3.29 Розглянемо функцію ( )
12

12
1

0 +
+++=

+

n
xcxcxcxf

n
nK . 

За умовою ( ) 01 =f ; крім того, ( ) 00 =f . Тому існує 
( )1,00 ∈x  таке, що ( ) 00 =′ xf  (теорема Ролля). Але 

( ) n
n xcxccxf +++=′ K10 , отже, 00010 =+++ n

nxcxcc K . 
   3.30 Користуючись формулою Тейлора при ax = , за-
пишемо многочлен ( )xP  у виді  



 119 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( )n
n

ax
n

aPaxaPaxaPaPxP −++−
′′

+−
′

+=
!!2!1

2
K . 

(Залишковий член дорівнює нулю, оскільки ( ) ( ) 01 ≡+ xP n ). 
При ax >  написана рівність, очевидно, дає ( ) 0>xP , що і 
означає відсутність коренів, які перевищують a .  
   3.31 Многочлени  

( ) ( ) ( )( ) ( )( )∫ +′+′+=
x

dyyPyPPxQ
0

2 1
2
10  

та               ( ) ( )( ) ( )( )∫ +′−′=
x

dyyPyPxR
0

2 1
2
1  

монотонно зростають, оскільки 
    ( ) ( )( ) ( ) 012 >+′+′=′ xPxPxQ   і    
                                               ( ) ( )( ) ( ) 012 >+′−′=′ xPxPxR .  

При цьому  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xPdyyPPxRxQ
x

=′+=− ∫
0

0 . 

   3.32 Нехай ( ) ( )xQxPxn =+ 4 , де ( )xP  і ( )xQ  – многоч-
лени з цілими коефіцієнтами степенів відповідно m  і l  
( nlnm << , ). Тоді всі корені многочленів ( )xP  і ( )xQ , бу-
дучи коренями многочлена 4+nx , мають модуль n 4 , а 
оскільки добуток коренів кожного із многочленів ( )xP  і 

( )xQ  – число раціональне (за теоремою Вієта), то n
m

4  і n
l

4  – 

раціональні числа. Враховуючи, що 1<
n
m  і 1<

n
l , маємо 

2
1

==
n
l

n
m , отже 

2
nlm ==  і n  – парне число. Якщо число 

2
n  непарне, то ( )xP  і ( )xQ  – многочлени непарного степе-

ня. Значить, кожен з них має хоча б один дійсний корінь, 
але це неможливо, бо при парному n  многочлен 4+nx  
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дійсних коренів не має. Таким чином, 
2
n  парне і n  ділить-

ся на 4. 
   Ми довели, що подільність n  на 4 є необхідною умовою 
того, що многочлен 4+nx  розкладається в добуток двох 
многочленів меншого степеня з цілими коефіцієнтами. Але 
ця умова є і достатньою, оскільки у випадку 

Nkkn ∈= ,4 , маємо 
( )( )22224 22 +++−=+ kkkkn xxxxx . 

   3.33 Очевидно, многочлени мають вид  
3322111 xaxaxaP ++= , 3322112 xbxbxbP ++= . Тоді 

++++++=+ 323231312121
2
3

2
3

2
2

2
2

2
1

2
1

2
2

2
1 222 xxaaxxaaxxaaxaxaxaPP

323231312121
2
3

2
3

2
2

2
2

2
1

2
1 222 xxbbxxbbxxbbxbxbxb ++++++ . 

Повинні виконуватись рівності: ,1,1 2
2

2
2

2
1

2
1 =+=+ baba  

12
3

2
3 =+ ba , 0,0,0 323231312121 =+=+=+ bbaabbaabbaa . 

Розглянемо вектори площини з координатами: 
{ } { } { }333222111 ,,,,, baqbaqbaq ===

rrr , тоді одержані ви-
ще рівності можна записати у векторному виді 

0,1 323121321 =⋅=⋅=⋅=== qqqqqqqqq rrrrrrrrr , що означає, 
що на площині є три попарно ортогональних ненульових 
вектори, що є неможливим. Отже, вказана рівність немож-
лива. 
   3.34 Твердження задачі безпосередньо випливає із на-
ступних перетворень:  
( )( ) =+++++++−+−+− 10099321009932 ...1...1 xxxxxxxxxx

( ) ( )[ ]×++++−++++= 984210042 ...1...1 xxxxxxx  
( ) ( )[ ]=+++++++++× 984210042 ...1...1 xxxxxxx  

( ) ( )298422210042 ...1...1 xxxxxxx ++++−++++= . 
   3.35 Доведемо, що при будь-якому раціональному, але 
не цілому значенні x  значення многочлена ( )xP  не може 
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бути цілим числом, а значить, не може дорівнювати нулю, 
бо нуль – число ціле. 

   Нехай 
q
px = , де p  і q  взаємно прості. Тоді 

( ) =+++++= −−

−

−

−

nnn

n

n

n

n

n

a
q
pa

q
pa

q
pa

q
pxP 12

2

21

1

1 ...  

=
+++++

=
−

−
−−

n

n
n

n
n

nnn

q
qapqaqpaqpap 1

1
22

2
1

1 ...
 

( )
n

n
n

n
n

nnn

q
qapqaqpapaqp 12

1
2

2
1

1 ... −−
−

−− +++++
= . 

np , як і p , взаємно просте з q ; отже, 
( )11

1 ... −− +++ n
n

nn qapaqp  також взаємно просте з q , а 
значить, і з nq . Тому одержаний дріб є нескоротним і не 
може дорівнювати цілому числу. 
   3.36 Оскільки даний многочлен має n  додатних коренів 

nxxx ,,, 21 K , то його степінь не менший n . Тому 0≠a  і за 
теоремою Вієта маємо  

1...21 =+++ nxxx , 

( )
a
bnxxxxx

n

i
nii

n 2

1
1121 ........1 =− ∑

=
+− , 

( )
a
bxxx n

n =− ....1 21 , 

звідки 0≠b . Враховуючи нерівність між середнім ариф-
метичним і середнім геометричним, одержуємо умову 

( )
( )

( ) ≥⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++++++=

−
−

⋅=
n

nn

n

xxx
xxx

ab
abnn 1...11...

1
11

21
21

2
2  

( ) 2

21
21

1...11... n
xxx

nxxxn n

n

n
n =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≥ , 
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яка виконується тільки у випадку, коли 

n
xxx n

1
21 ==== K . 

   3.37 Розкладемо даний многочлен на множники 
( ) ( )( ) ( )nxxxxxxaxP −−−= K21 ,  де 0≠a . 

Тоді ( ) ( ) ( ) ( )xPxPxPxP n+++=′ K21 , де через 
( ) ( )nkxPk ,,2,1 K=  позначено многочлен степеня 11≥−n , 

який задовольняє тотожність ( ) ( ) ( )xPxPxx kk =− . Зауважи-
мо, що ( ) 0=ik xP  при ik ≠ , отже, ( ) ( ) 0≠=′ iii xPxP . Роз-
глянемо многочлен 

( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )n

n

xP
xP

xP
xP

xP
xPxF

′
++

′
+

′
+−= K

2

2

1

11  , 

степінь якого не перевищує числа 1−n . Для кожного 
ni ,,2,1 K=  маємо рівності  

( ) ( )
( )

( )
( )∑

=

=−
′

=−
′

=
n

j i

ii

j

ij
i xP

xP
xP
xP

xF
1

011 , 

що означає, що многочлен ( )xF  має n  різних коренів. А, 
значить, ( ) 0≡xF . Оскільки старший коефіцієнт кожного із 
многочленів ( )xPk  дорівнює a , то коефіцієнт многочлена 
( )xF  при 1−nx  дорівнює 

( ) ( ) ( )nxP
a

xP
a

xP
a

′
++

′
+

′
...

21

 , 

але цей коефіцієнт дорівнює нулю. Звідси випливає твер-
дження задачі. 
   3.38 Позначимо αα sincos0 ix += , тоді 

αα sincos0 ix −=  і многочлен ( )xQ  представляється у виді  
( ) ( )( ) ( )( )00sincossincos xxxxixixxQ −−=+−−−= αααα . 

За формулою Муавра маємо ( ) +=+= ααα nix nn cossincos0  

αnisin+ , ( ) αααα ninix nn sincossincos0 −=−= , тому 
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( ) ( ) ( ) ++−+= αααααα nininxP sinsincossinsincos0  
( ) ( ) =−+−=−+ αααααα 1sinsincossincos1sin nnnn
( ) ( ) 01sin1sin =−+−= αα nn . 

Аналогічно можна довести, що ( ) 00 =xP . Таким чином, за 
теоремою Безу многочлен ( )xP  ділиться на кожний із дво-
членів 0xx −  та 0xx −  (які не рівні один одному, бо 

0sin ≠α ), а значить і на їх добуток ( )xQ . 
   3.39 а) Значення ( )xP  при всіх цілих x  мають однакову 
парність тоді і тільки тоді, коли кожне із чисел  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) pxqpxxqxpxxPxP ++=++−++++=−+ 12111 22  

ділиться на 2, тобто коли p  непарне. При цьому парність 
всіх значень ( )xP  однозначно визначається парністю числа 

( )0Pq = . Отже, всі значення ( )xP  парні (непарні) при не-
парному p і парному (непарному) q . 
   б) Число ( ) qpxxxQ ++= 3273 3  при цілому x  ділиться  
на 3 тоді і тільки тоді, коли число q  ділиться на 3. Далі, 
кожне із значень  
( ) ( ) ( ) qppxxxxqxpxxQ +±±++±=+±+±=± 1392727131313 233  

ділиться на 3 в тому і тільки в тому випадку (оскільки q  
кратне 3), коли на 3 ділиться число ( )p+± 1 , або просто 

p+1 . Таким чином, всі  значення ( )xQ  діляться на 3 при 
умовах ( ) ( )3mod2,3mod0 ≡≡ pq . 
   3.40 Зауважимо, що існує тільки один многочлен, який 
задовольняє умовам задачі, оскільки якщо б існував інший 
многочлен ( ) ( )xPxQ ≠  з такими ж властивостями, то мно-
гочлен ( ) ( )xQxP −  степеня не більше n , мав би не менше 
ніж 1+n  корінь. Оскільки для многочлена  

( ) ( ) ( )( ) ( )xnxx
n

xxR −−−
+

+= K10
!1

1  виконана умова 
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( ) 01 =−R , то цей многочлен ділиться на 1+x , тобто 
( ) ( )( )1+= xxSxR , де ( )xS  – многочлен степеня n . Очевид-

но ( ) kkR =  і ( )
1+

=
k

kkS  при nk ,,1,0 K= , то ( )xS  задово-

льняє умовам задачі, а значить, ( ) ( )xSxP ≡  і  

( ) ( ) ( )
2
11

2
11

1

+
−++

=
+
+

=+
+

n
n

n
nRnP

n

. 

   3.41 Нехай −nxxx ,...,, 21  корені многочлена )(xP . Тоді 
))...()(()( 21 nxxxxxxAxP −−−=  , де const=A . 

Тому 

.))...()((
))...()(())...()(()(

121

3132

−−−−++
+−−−+−−−=′

n

nn

xxxxxxA
xxxxxxAxxxxxxAxP

K
 

З умови задачі випливає, що многочлен )(xP′  має 1−n  різ-
них дійсних коренів *

1
*
2

*
1 ,...,, −nxxx , що не збігаються з коре-

нями рівняння ( ) 0=xP  і задовольняють рівнянню: 

.0))...()((

))...()(())...()((
*

2
*

1
*

*
3

*
1

**
3

*
2

*

=−−−++

+−−−+−−−

niii

niiiniii

xxxxxxA

xxxxxxAxxxxxxA

K
 

Оскільки njnixx ji ,...,2,1,,...,2,1,* ==≠  , то це рівняння 
можна переписати у вигляді: 

( ) 01...11

21

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

++
−

+
− ∗∗∗

∗

niii
i xxxxxx

xP . 

Враховуючи, що 0)( * ≠ixP , матимемо: 

.1,...,2,1,01
1

* −==
−∑

=

ni
xx

n

j ji
 

Звідси                             .011

1 1
*∑∑

−

= =

=
−

n

i

n

j ij xx
 

 

   3.42 Доведення проведемо індукцією по n . Нехай мно-
гочлен першого степеня ( ) baxxP +=  приймає цілі значен-
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ня при kx =  і 1+= kx , де k  – ціле; тобто числа bak +  і 
( ) bka ++1  цілі. Але тоді їх різниця ( ) ( ) abakbka =+−++1  

теж ціле число. Тоді при 2+= kx  маємо 
( ) ( ) ( ) abkabkakP +++=++=+ 122 , тобто ( )2+kP  – теж 

ціле. Аналогічно доводимо, що ( )3+kP  ціле і т.д. Поклав-
ши 1−= kx , одержуємо, що ( ) ( ) =+−=− bkakP 11  

abak −+= є цілим числом. Аналогічно одержуємо, що 
( )2−kP , ( )3−kP  і т.д. є цілими числами. 

   Нехай твердження справедливе для всіх многочленів сте-
пеня меншого, ніж n  і нехай ( )xP  – многочлен степеня n , 
який приймає цілі значення при nkkkkx +++= ,,2,1, K , 
де k  – ціле. Тоді многочлен ( ) ( )1−− xPxP , степінь якого не 
вище 1−n  приймає цілі значення при n  послідовних цілих 
значеннях x : nkkk +++ ,...,2,1 . За припущенням індук-
ції він приймає ціле значення при будь-якому цілому x . 
При 1++= nkx  одержуємо, що ( ) ( )nkPnkP +−++ 1  є ці-
лим числом, що з урахуванням того, що ( )nkP +  є цілим, 
приводить до висновку, що ( )1++ nkP  теж є цілим. Анало-
гічно доводиться, що числа ( ) ( )3,2 ++++ nkPnkP  і т.д. є 
цілими. При kx =  маємо: ( ) ( )1−− kPkP  – ціле; звідси зразу 
випливає (враховуючи, що ( )kP  ціле), що ( )1−kP  є ціле. 
Точно так же доводимо, що ( ) ( )3,2 −− kPkP  і т.д. є цілими 
числами. 
   3.43 Зауважимо, що сума коефіцієнтів многочлена ( )xP  

дорівнює ( )1P . Тому в рівності ( )
x

xxP
4sin

2012sincos =  пере-

йдемо до границі при 0→x . Одержимо: 

( ) 503
4

2012
4sin

2012sinlim1
0

===
→ x

xP
x

. 



 126

   4.1 1-й спосіб. За формулою суми n  членів геометричної 

прогресії маємо ( )
i

ini
iniii

e
eeeeeeS ϕ

ϕϕ
ϕϕϕϕ

−
−

=++++=
1
132 K  . 

За формулами Ейлера одержуємо 
( ) ( ) ( )

=
−−

+−+−+
=

−
−

=
+

ϕϕ
ϕϕϕϕ

ϕ

ϕϕ

sincos1
1sin1cossincos

1

1

i
nini

e
eeS i

ini

 

( ) ( )( )
=

−−
+−++−

=
ϕϕ

ϕϕϕϕ
sincos1

1sinsin1coscos
i

nin  

( ) ( )
=

−−

+
−

+

=
ϕϕ

ϕϕϕϕ

sincos1
2
2cos

2
sin2

2
sin

2
2sin2

i

nninn

 

( ) ( ) ( )

( )
=

+−

+−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−
+

=
ϕϕ

ϕϕϕϕϕ

22 sincos1

sincos1
2
2cos

2
2sin

2
sin2 ininn

 

( ) ( )
=

++−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−

+
−

+

=
ϕϕϕ

ϕϕϕϕϕ

22 sincoscos21
2

cos
2

sin
2
2cos

2
2sin

2
sin2 ninninn

 

( ) ( )

( ) =
−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−+−
+

=
ϕ

ϕϕϕϕϕ

cos12
2
2cos

2
cos

2
sin

2
2sin

2
sin2 nninnn

 

( ) ( )
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+
+

=

2
sin4

2
1sin

2
sin2

2
1cos

2
sin2

2
sin2

2 ϕ

ϕϕϕϕϕ ninn

 

( ) ( )
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+
+

=

2
sin

2
1sin

2
1cos

2
sin

ϕ

ϕϕϕ ninn
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( ) ( )

2
sin

2
1sin

2
sin

2
sin

2
1cos

2
sin

ϕ

ϕϕ

ϕ

ϕϕ +

+

+

=

nn

i

nn

. 

Але, з другого боку, 
=++++++= ϕϕϕϕϕϕ niniiS sincos...2sin2cossincos  

( )ϕϕϕϕϕϕ nin sin...2sinsincos...2coscos +++++++= . 
Прирівнюючи дійсні і уявні частини двох виразів для S , 
одержуємо:  

   а) 

( )

2
sin

2
1cos

2
sin

cos3cos2coscos
ϕ

ϕϕ

ϕϕϕϕ

+

=++++

nn

nK ; 

 

   б) 

( )

2
sin

2
1sin

2
sin

sin3sin2sinsin
ϕ

ϕϕ

ϕϕϕϕ

+

=++++

nn

nK . 

   2-й спосіб. =++++ ϕϕϕϕ ncos3cos2coscos K  

( ) =+++= ϕϕϕϕϕϕ
ϕ

ncossin22cossin2cossin2
sin2
1

K  

( )( −+++−+−= ϕϕϕϕ
ϕ

1sinsin3sin0sin2sin
sin2
1 nK  

( ) ) ( )( ) =+++−−=−− ϕϕϕ
ϕ

ϕ 1sinsinsin0sin
sin2
11sin nnn  

( )
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+
=

2
cos

2
sin2

2
2cos

2
sin2

sin2
1 ϕϕϕϕ
ϕ

nnnn  

( ) ( )

2
sin

2
1cos

2
sin

2
cos

2
sin2

2
cos

2
1cos2

2
sin

ϕ

ϕϕ

ϕϕ

ϕϕϕ +

=

+
⋅

=

nnnn

 . 

Аналогічно може бути знайдена і друга сума. 
   4.2 Розглянемо суму 
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( ) ( ) ( ) ( )++++++++++ ϕαϕαϕαϕααα 2sin2cossincossincos iii
( ) ( ) ( ) ( ) ( )iniii eeeenin ϕαϕαϕααϕαϕα +++ ++++=++++ K2sincos , 

або 
( ) ( ) ( )++++++++ ϕαϕαϕαα ncos2coscoscos K  
( ) ( ) ( )( ) =++++++++ ϕαϕαϕαα ni sin2sinsinsin K  

( )iniii eeee φϕϕα ++++= K21 . 
Використовуючи формулу Ейлера і результат задачі 4.1, 
праву частину одержаної рівності можна записати у виді: 

( )
( ) ( )

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ +

+

+

++

2
sin

2
1sin

2
sin

2
sin

2
1cos

2
sin

1sincos
ϕ

ϕϕ

ϕ

ϕϕ

αα

nn

i

nn

i . 

   Дійсна частина даного виразу дорівнює 
( ) ( )

=

+

−

+

+

2
sin

2
1sin

2
sinsin

2
sin

2
1cos

2
sincos

cos
ϕ

ϕϕα

ϕ

ϕϕα
α

nnnn

 

( ) ( )
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−
+

+=
2
1sinsin

2
1coscos

2
sin

2
sin

cos ϕαϕα
ϕ

ϕ

α nn
n

 

( )
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

+=

2
sin

2
1cos

2
sin

cos ϕ

ϕαϕ

α

nn

 

( )
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++

=

2
sin

2
1cos

2
sin

2
sincos

ϕ

ϕαϕϕα nn
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( )
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=

2
sin2

2
sin

2
12sin

2
sin

2
sin

ϕ

ϕαϕαϕαϕα n

 

( ) ( )

2
sin

2
cos

2
1sin

2
sin2

2
cos

2
1sin2

ϕ

ϕαϕ

ϕ

ϕαϕ
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

=

nnnn

 . 

Таким чином,  

а) ( ) ( )
( )

2
sin

2
cos

2
1sin

coscoscos ϕ

ϕαϕ

ϕαϕαα
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

=+++++

nn

nK . 

Аналогічно, виділивши в одержаному виразі уявну части-
ну, дістаємо: 

б) ( ) ( )
( )

2
sin

2
sin

2
1sin

sinsinsin ϕ

ϕαϕ

ϕαϕαα
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

=+++++

nn

nK . 

   4.3 Одним із двох способів, які застосовувались при 
розв’язуванні задачі 4.1, легко одержати: 

а) ( )
ϕ
ϕ

ϕ
ϕϕϕϕϕϕ

sin2
2sin

sin
cossin12cos5cos3coscos nnnn ==−++++ K ; 

б) ( )
ϕ
ϕϕϕϕϕ

sin
sin12sin...5sin3sinsin

2 nn =−++++ . 

   4.4 Поклавши в задачі 4.1 
12

2
+

=
n
πϕ , неважко одержати: 

а) 
2
1

12
2cos

12
6cos

12
4cos

12
2cos −=

+
++

+
+

+
+

+ n
n

nnn
ππππ

K ; 

б) ( )1222
1

12
2sin

12
6sin

12
4sin

12
2sin

+
=

+
++

+
+

+
+

+ n
ctg

n
n

nnn
πππππ

K . 
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   4.5 Скористаємось результатами задачі 4.1, поклавши 

n
πϕ 2

=  і врахувавши, що доданків є не n , а 1−n : 

а) ( )
=

−
++++

n
n

nn
πππ 12cos...4cos2cos1  

( )
=

−

+=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅

−

+=

n

n
n

n

n
n

n
n

π

ππ

π

ππ

sin

cos1sin
1

sin

2
2

cos2
2

1sin
1  

0
sin

sin
1

sin

sin
1 =−=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−=

n

n

n

n
π

π

π

ππ
. 

   б) ( )
=

−
++++

n
n

nnn
ππππ 12sin...6sin4sin2sin  

( )
0

sin

sin1sin

sin

2
2

sin2
2

1sin
=

−

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅

−

=

n

n
n

n

n
n

n
n

π

ππ

π

ππ

. 

   4.6 Доведення таке ж, як і в задачі 4.5. Потрібно поклас-

ти 
n
πϕ 4

=  і врахувати, що доданків є не n , а 1−n . 

   4.7 Розглянемо  
           =++++= ϕϕϕϕ nS 2222 cos...3cos2coscos  

     ( ) =++++++= ϕϕϕ n2cos1...4cos12cos1
2
1  

              ( )ϕϕϕ nn 2cos...4cos2cos
2
1

++++= . 

Далі застосуємо результат задачі 4.1 а) замінивши ϕ  на ϕ2 : 
( ) ( )

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −+
+=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
+=

ϕ
ϕϕ

ϕ
ϕϕ

sin2
sin12sin

2
1

sin
1cossin

2
1 nnnnnS  
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( ) ( )
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
+

−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+
+=

ϕ
ϕ

ϕ
ϕ

sin2
12sin

2
12

2
1

2
1

sin2
12sin

2
1 nnnn  

( )
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
+−=

ϕ
ϕ

sin
12sin12

4
1 nn . 

   Аналогічно знаходиться друга сума, отже: 

а) ( )
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
+−=++++

ϕ
ϕϕϕϕϕ

sin
12sin12

4
1cos3cos2coscos 2222 nnnK ; 

б) ( )
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
−+=++++

ϕ
ϕϕϕϕϕ

sin
12sin12

4
1sin3sin2sinsin 2222 nnnK . 

   4.8 Перетворимо першу суму: 
( )

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++=

n
n

nn
S παπαπαα 12cos4cos2coscos K

+−+−+=
nnnn
παπαπαπαα 4sinsin4coscos2sinsin2coscoscos

( ) ( )
=

−
−

−
++

n
n

n
n παπα 12sinsin12coscosK  

( )
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

++++=
n

n
nn

πππα 12cos...4cos2cos1cos  

( )
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+++−
n

n
nn

πππα 12sin...4sin2sinsin . 

Далі скористаємось тотожностями, доведеними в задачі 4.5: 
00sin0cos =⋅−⋅= ααS . 

   Аналогічно доводиться, що друга сума теж дорівнює ну-
лю, отже не залежить від α . Таким чином: 

а) ( ) 012cos4cos2coscos =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

n
n

nn
παπαπαα K ; 

б) ( ) 012sin4sin2sinsin =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

n
n

nn
παπαπαα K . 

   До речі, тут можна було б скористатись результатами, 
одержаними в задачі 4.2. 
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   4.9 Для суми пункту а) одержуємо:   
( )

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++=

n
n

nn
S παπαπαα 1cos2coscoscos 2222 K

( )
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

++++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++++=

n
n

n
παπαα 122cos122cos12cos1

2
1

K

( )
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++=

n
n

n
n παπαα 122cos22cos2cos

2
1

K . 

Але в силу рівності, одержаної в задачі 4.8 а) 
( ) 0122cos42cos22cos2cos =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

n
n

nn
παπαπαα K . 

Тому 
2
nS = . Аналогічно можна довести, що сума пункту 

б) теж дорівнює 
2
n . Таким чином, одержано рівності: 

а) ( )
2

1cos2coscoscos 2222 n
n

n
nn

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

παπαπαα K ; 

б) ( )
2

1sin2sinsinsin 2222 n
n

n
nn

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

παπαπαα K . 

   4.10 Розглянемо другу суму: 
( )

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++=

n
n

nn
S παπαπαα 12sin4sin2sinsin 2222 K

( )
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+−++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−+−=

n
n

n
παπαα 142cos142cos12cos1

2
1

K

⎜
⎝
⎛ −−+−−= K

nn
n παπαα 4sin2sin4cos2cos2cos

2
1  

( ) ( )
=⎟

⎠
⎞−

+
−

−
n

n
n

n παπα 14sin2sin14cos2cos  

( )
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+++−=
n

n
n

n ππα 14cos4cos12cos
2
1

K  
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( )
⎟⎟
⎠

⎞
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

++++
n

n
nn

πππα 14sin8sin4sin2sin K . 

Далі скористаємось тотожностями задачі 4.6: 

( )
2

02sin02cos
2
1 nnS =⋅+⋅−= αα . 

   Перша сума знаходиться аналогічно. Таким чином, оде-
ржано: 

а) ( )
2

12cos...4cos2coscos 2222 n
n

n
nn

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

παπαπαα ; 

б) ( )
2

12sin4sin2sinsin 2222 n
n

n
nn

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

παπαπαα K . 

   4.11 ( ) =
−

++++
nn cos1cos

1sin
3cos2cos

1sin
2cos1cos

1sin
1cos0cos

1sin
K  

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) =
−

−−
++

−
+

−
+

−
=

nn
nn
cos1cos

1sin
3cos2cos

23sin
2cos1cos

12sin
1cos0cos

01sin
K  

+
−

+
−

=
2cos1cos

1sin2cos1cos2sin
1cos0cos

0sin1cos0cos1sin

( ) ( )
( ) =
−

−−−
++

−
+

nn
nnnn

cos1cos
1sincos1cossin

3cos2cos
2sin3cos2cos3sin

K  

( ) tgnntgtgntgtgtgtgtgtg =−−++−+−+−= 1231201 K . 
   4.12 Маємо ( ) ( ) +−+−=⋅++⋅+⋅+⋅ !213!112!!33!22!11 nnK  
( ) ( ) ++−⋅+−⋅+−⋅=−+++−+ KK !3!34!2!23!1!12!11!314 nn  
( ) ( ) ( ) =++++−+++++=−++ !!3!2!1!1!4!3!2!!1 nnnnn KK  
( ) 1!1 −+= n . 

   4.13 ( ) ++
−

+
−

+
−

=
+

++++ KK
!4
14

!3
13

!2
12

!1!4
3

!3
2

!2
1

n
n  

( ) ( ) =
+

−++−+−+−=
+
−+

+
!1

1
!

1
!4

1
!3

1
!3

1
!2

1
!2

1
!1

1
!1
11

nnn
n

K

( )!1
11
+

−=
n

. 
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   4.14 1-й спосіб.     

   +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++++=++++ − nnn

n
2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

22
3

2
2

2
1

13232 KK  

++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++++ −− KKK nnnn 2

1
2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

143132  

+
−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+
−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+
−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

−−

−

2
11

2
11

2
1

2
11

2
11

2
1

2
11

2
11

2
1

2
1

2
1

2
1 2312

1

nnn

nnn

−++−+−+−=+
−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

++ −

−

22

21

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
11

2
1

2
11

2
11

2
1

nnnnn

n

KK

( ) =
−

−
−

−
=−−++++=+−

−

− n

n

nnnn

nn
2

2

2
11

2
11

2
12

2
1...

2
1

2
11

2
1

2
1 1

22

n

n

nnn

nnn
2

22
2

2
2

12
2

2 1

2

−−
=

−
−−==

− +

− . 

    
   2-й спосіб. Розглянемо функцію  

( ) ( )nxxxxxf ++++= K32

2
1 . Зрозуміло, що 

( ) ( )
x

xx
x
xxxf

nn

−
−

=
−
−

=
+

12
1

1
1

2
1 1

. Знайдемо похідну цієї функ-

ції: з одного боку ( ) ( )12321
2
1 −++++=′ nnxxxxf K , а з дру-

гого ( ) ( ) ( )( )
( )

( )
( )2

1

2

1

12
11

12
111

x
nxxn

x
xxxnxxf

nnnn

−
++−

=
−

−++−−
=′

++

.  

 
Одержано рівність  
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( ) ( )
( )2

1
12

12
11...321

2
1

x
nxxnnxxx

nn
n

−
++−

=++++
+

− , із якої при 

2
1

=x  маємо: 
2

1

12

2
12

22
11

22
3

2
21

2
1

⋅

+
+

−
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++++

+

−

nn

n

nn
n

K , або 

n

n

n

nn
2

22
22

3
2
2

2
1 1

32

−−
=++++

+

K . 

  4.15 Застосуємо метод математичної індукції. Введемо 

позначення  ( ) ( ) nn
nS

212
1

65
1

43
1

21
1

−
++

⋅
+

⋅
+

⋅
= K ,  

( )
nnnn

nT
2
1

3
1

2
1

1
1

++
+

+
+

+
+

= K . При 1=n  маємо 

( ) ( )1
2
11 TS == . Припустимо, що твердження справедливе 

при kn = , тобто ( ) ( )kTkS = . Тоді при 1+= kn  одержимо 

( ) ( ) ( ) ( ) =++
+

−
++

⋅
+

⋅
=+

1212
1

212
1

43
1

21
11

kkkk
kS K  

( ) ( ) ( )1212
1

++
+=

kk
kS , 

( ) ( ) =+
+

+
+++

+
+

+
=+

12
1

12
1

2
1

3
1

2
11

kkkkk
kT K  

( ) =
+

−
+

+
+

+++
+

+
+

+
+

=
1

1
12

1
12

1
2
1

3
1

2
1

1
1

kkkkkkk
K  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1212
1

12
1

12
1

++
+=

+
−

+
+=

kk
kT

kk
kT . 

Як бачимо, ( ) ( )11 +=+ kTkS ; твердження доведене.  
   4.16 Зауваживши, що при кожному n  

( )
( )
( ) ( )

=
+−+
+−+

=
+++

=
11
11

11
1

22 nnnn
nnnn

nnnn
an  
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( )
( ) 1

11
1

11
+

−=
+

+−+
=

nnnn
nnnn ,  

для шуканої суми одержуємо 

+⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −+⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=++++

4
1

3
1

3
1

2
1

2
1

1
1

99321 aaaa K

10
9

10
11

100
1

1
1

100
1

99
1

=−=−=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −++K . 

   4.17 а) Використовуючи тотожність 
( ) 1331 233 +++=+ кккк , запишемо ряд рівностей 

1131312 233 +⋅+⋅+= , 
 1232323 233 +⋅+⋅+= , 

1333334 233 +⋅+⋅+= , 
 1434345 233 +⋅+⋅+= , 
.  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  . 

                            ( ) 1331 233 +++=+ nnnn . 
Додаючи всі ці рівності і відкидаючи в сумі однакові чле-
ни, які стоять зліва і справа, одержимо:  
( ) ( ) ( ) nnnn +++++++++++=+ KK 3213321311 222233 . 

Звідси, враховуючи, що ( )
2

1321 +
=++++

nnnK , маємо: 

( ) ( ) ( )
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−+−+=++++
2

1311
3
1321 32222 nnnnnK  

( ) =
−−+++

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−+

+
=

2
32242

3
1

2
311

3
1 2

2 nnnnnnn  

( )( ) ( )( )
6

121
6
21 2 ++

=
++

=
nnnnnn . 

   б) Як і при знаходженні суми в пункті а) із рівностей 
114161412 2344 +⋅+⋅+⋅+= , 

  124262423 2344 +⋅+⋅+⋅+= , 
 134363434 2344 +⋅+⋅+⋅+= , 
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.  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  . 
                        ( ) 14641 2344 ++++=+ nnnnn , 
одержуємо: 
( ) ( ) ( )+++++++++++=+ 2222333344 3216321411 nnn KK  

( ) nn ++++++ K3214 . 
Звідси, використовуючи результат задачі а), маємо: 

=++++ 3333 ...321 n    

            ( ) ( ) ( )( ) ( )
⎟
⎠
⎞+

−⎜
⎝
⎛ ++

−+−+=
2

14
6

121611
4
1 4 nnnnnnn , 

що після нескладних перетворень приводить до рівності 
( )

4
1321

22
3333 +
=++++

nnnK . 

   в) Використовуючи формулу  
( ) 15101051 23455 +++++=+ kkkkkk  

і враховуючи рівності, одержані в задачах а) і б), аналогіч-
но як і в цих задачах одержуємо 

( )( )( )
30

133121321
2

4444 −+++
=++++

nnnnnnK . 

   г) Позначимо ( )
4

1321
22

3333 +
=++++=

nnnSn K . 

Тоді 
( ) ( ) ( )[ ]−+++=−+−++++ 33333333 2211232531 nnn KK  

[ ] ( ) ( ) ( )
=

+
−

+
=−=+++−

4
18

4
1228...212

2222

2
3333 nnnnSSn nn

( ) ( ) ( ) ( )[ ]=+−+=+−+= 2222222 12121212 nnnnnnn  
( ) ( )12242144 22222 −=−−−++= nnnnnnn . 

   4.18 Скористаємось рівністю 

( )( )( ) ( )( ) ( )( )( )⎟⎟⎠
⎞

⎜⎜
⎝

⎛
+++

−
++

=
+++ 321

1
21

1
3
1

321
1

kkkkkkkkkk
. 

Тоді 
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⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⋅⋅

−
⋅⋅

=
⋅⋅⋅ 432

1
321

1
3
1

4321
1

, 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⋅⋅
−

⋅⋅
=

⋅⋅⋅ 543
1

432
1

3
1

5432
1 , 

.  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  . 

( )( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

−
−−−

=
−−− nnnnnnnnnn 12

1
123

1
3
1

123
1 . 

   Додаючи всі ці рівності почленно, одержуємо: 

( )( )( ) =
−−−

++
⋅⋅⋅

+
⋅⋅⋅

+
⋅⋅⋅ nnnn 123

1
6543

1
5432

1
4321

1
K  

( )( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

−=
nnn 12

1
6
1

3
1 . 

   4.19 Застосуємо метод математичної індукції. При 1=n  
рівність очевидна: 

( )
1

1321321
+

+⋅⋅⋅⋅
=⋅⋅⋅⋅

p
ppp K

K  . 

Припустимо, що вона справедлива при kn = : 
( ) ( ) ( ) =−+++++⋅⋅⋅+⋅⋅⋅⋅ 11132321 pkkkppp KKKK  

( )( ) ( )
1

21
+

+++
=

p
pkkkk K . 

В такому випадку при 1+= kn  маємо: 
( ) ( ) ( )+−+++++⋅⋅⋅+⋅⋅⋅⋅ 11132321 pkkkppp KKKK  

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) =++++
+

++
=++++ pkkk

p
pkkkpkkk K

K
K 21

1
121

( ) ( ) ( )( )( ) ( )
=

+
+++++++

=
1

2111
p

pkkkppkkk KK  

( )( ) ( )( )
1

121
+

+++++
=

p
pkpkkk K . 

   Згідно з принципом математичної індукції звідси випли-
ває, що наша рівність справедлива при будь-якому нату- 
ральному n . 
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   4.20 а), б). Із усіх дробів цих сум виділимо той, в знамен-
нику якого стоїть найвищий степінь двійки. Такий дріб мо-
же бути тільки один. Справді, якщо припустити, що таких 
дробів два, то їх знаменники мають вид pk ⋅2  і qk ⋅2 , де 
p і q  – непарні числа. Якщо p  менше з них, то qp ≤+ 2  і 

( ) qp kk ⋅≤+⋅ 222 . Отже, в розглядуваній сумі є дріб із зна-
менником ( )22 +⋅ pk . Але тоді там буде також дріб, зна-
менник якого є середнім арифметичним знаменників pk ⋅2  
і ( )22 +⋅ pk . Це середнє арифметичне дорівнює  

( ) ( ) ( )12
2

222
2

222
+⋅=

+
=

+⋅+⋅ pppp k
kkk

. 

Враховуючи, що p  непарне, ми одержали число, яке ді-
литься на 12 +k , суперечність. 
   Зведемо тепер всі доданки в цих сумах до спільного зна-
менника. У всі дроби, крім виділеного, число 2 ввійде до-
датковим множником, в той же час у виділеному дробі до-
датковим множником буде число непарне. Таким чином, у 
одержаному дробі знаменник є, очевидно, числом парним, 
а чисельник, який складається із суми деякої кількості па-
рних чисел і одного непарного, є числом непарним. А тому 
весь дріб не може бути цілим числом. 
   в) Виберемо число k  так щоб виконувалась умова 

13123 +<+≤ kk n . Дріб із знаменником k3  буде єдиним 
дробом в даній сумі, який містить в знаменнику трійку в 
найвищому степені. Тому при зведенні суми до спільного 
знаменника додаткові множники всіх дробів крім розгля-
нутого будуть ділитись на три, а додатковий множник цьо-
го дробу не буде ділитись на три. Отже, в сумі одержимо 
дріб, знаменник якого ділиться на три, а чисельник не ді-
литься. 
   4.21 Скористаємось рівністю 1

1
1 +

+
+ =+ l

m
l
m

l
m CCC . Врахо-

вуючи, що 10
1 =+nC , маємо: 
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( ) =−++++=++++ ++++++++ 12
2

1
1

0
1

3
3

2
2

1
1

k
knnnn

k
knnnn CСССCCCC KK

( ) ( ) =−+++=−++++= +++++++ 11 3
3

2
3

3
3

2
2

1
2

k
knnn

k
knnnn CCCCCCC KK

11 1
3

4 −==−++= ++++
k

kn
k

knn CCC KK  .   
   4.22 Нехай у нас є n2  кульок, із яких n  білих і n  чор-
них. Якщо із цієї сукупності кульок довільним чином виб-
рати n  кульок, то число можливих комбінацій з одного 
боку дорівнює n

nC2 , а з другого –  
01122110
n

n
nn

n
n

n
nn

n
nn

n
nn CCCCCCCCCC ⋅+⋅++⋅+⋅+⋅ −−− K . 

Але nkCC kn
n

k
n ,,2,1,0, K== − , тому 

( ) ( ) ( ) ( ) n
n

n
nnnn CCCCC 2

2222120 =++++ K . 
   4.23 Для nk ≤≤1  маємо: 

( )
( )

( ) ( )( )
1
1!11!1

!1
!!

! −
−=

−−−−
−

=
−

= k
n

k
n nC

knk
nn

knk
nkkC . 

Таким чином, 
=++++=++++ −

−−−−
1
1

2
1

1
1

0
1

321 32 n
nnnn

n
nnnn nCnCnCnCnCCCC KK  

( ) 11
1

2
1

1
1

0
1 2 −−

−−−− ⋅=++++= nn
nnnn nCCCCn K . 

   5.1 Нехай радіус кола дорівнює R , nAAA ...21  – прави-
льний n -кутник, вписаний в це коло і M  – довільна точка 
на колі, можна вважати, що вона знаходиться між точка-
ми 1A  і nA  (див. рисунок 5.1). 

 
          Рисунок 5.1                                Рисунок 5.2 
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   Позначимо через α  кут 1MOA , де O  – центр кола. Вра-
ховуючи, що центральний кут, який спирається на сторону 

правильногоn -кутника дорівнює 
n
π2 , за теоремою коси-

нусів можемо записати: 
αcos2 2222

1 RRRMA −+= , 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−+=

n
RRRMA πα 2cos2 2222

2 , 

.  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  . 
( )

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+−+=− n
nRRRMAn

πα 22cos2 2222
1 , 

( )
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+−+=
n

nRRRMAn
πα 12cos2 2222 . 

Додавши почленно ці рівності, одержуємо: 
=+++ 22

2
2

1 nMAMAMA K  
( )

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++−=

n
n

n
RnR παπαα 12cos2coscos22 22 K . 

   Але, як встановлено в задачі 4.8,  
( ) 012cos2coscos =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

n
n

n
παπαα K . 

Тому constnRMAMAMA n ==+++ 222
2

2
1 2K . 

   5.2 Нехай nAAA ...21  правильний n -кутник; позначимо 
через r  і R  радіуси вписаного і описаного кіл відповідно і 
нехай M  – довільна точка на вписаному колі (вважаємо, 
що вона знаходиться між вершинами 1A  і nA , див. рисунок 
5.2). Як і в попередній задачі, застосуємо теорему косину-
сів: 

αcos2222
1 RrrRMA −+= , 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−+=

n
RrrRMA πα 2cos2222

2 , 

.  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  . 
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( )
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+−+=− n
nRrrRMAn

πα 22cos2222
1 , 

( )
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+−+=
n

nRrrRMAn
πα 12cos2222 . 

Тоді 
=+++ 22

2
2

1 nMAMAMA K  

( ) ( )
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++−+=

n
n

n
RrrRn παπαα 12cos2coscos222 K   

що, з урахуванням результату задачі 4.8, приводить до рів-
ності  

( ) constrRnMAMAMA n =+=+++ 2222
2

2
1 K . 

   5.3 Дана задача є частинним випадком задачі 5.1, якщо 
точка M  співпаде з точкою 1A , тому  

22
1

2
31

2
21 2nRAAAAAA n =+++ K . 

   5.4 Нехай n -кутник розташований так, як показано на 
рисунку 5.3, тобто вісь OX  проходить між вершинами 1A  і 

nA , в противному випадку можна перенумерувати верши-
ни многокутника. Позначимо кут між радіусом 1OA  і віссю 
OX  через α . Тоді  

( ) ,22cos,,2cos,cos 121 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +== − n

nRx
n

RxRx n
παπαα K

( )
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+=
n

nRxn
πα 12cos . Додавши ці рівності, одержимо: 

( )
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++=+++

n
n

n
Rxxx n

παπαα 12cos2coscos21 KK . 

Але, згідно з результатом задачі 4.8 а), сума косинусів в 
дужках дорівнює нулю, отже  

021 =+++ nxxx K . 
   Аналогічно, використавши результат задачі 4.8 б), одер-
жуємо 
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( ) 012sin2sinsin21 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++=+++

n
n

n
Ryyy n

παπαα KK .               

 
               Рисунок 5.3                                  Рисунок 5.4 
 
   5.5 Нехай радіус кола, описаного навколо правильного 
n -кутника nn AAAA 121 −K  дорівнює R . Проведемо через 
центр кола O  довільну пряму ( можна вважати, що вона 
пройде між вершинами 1A  і nA  многокутника, див. рису-
нок 5.4 ). Кут між радіусом 1OA  і прямою позначимо через 
α  і спроектуємо на пряму всі вершини многокутника, не-
хай проекцією вершини iA  є точка iB  де ni ,,2,1 K= . Тоді 

α222
11 sinRBA = ,  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

n
RBA πα 2sin 222

22  , 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

n
RBA πα 4sin 222

33 , 

.  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  . 
( )

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+=−− n
nRBA nn

πα 22sin 222
11 , 

( )
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+=
n

nRBA nn
πα 12sin 222 . 

Таким чином, 
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⎜⎜
⎝

⎛
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++=++++

n
RBABABABA nn

παα 2sinsin 22222
33

2
22

2
11 K  

( )
⎟⎟
⎠

⎞
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

n
n

n
παπα 12sin4sin 22 K .  

Але,  
( )

2
12sin4sin2sinsin 2222 n

n
n

nn
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

παπαπαα K  

(див. задачу 4.10,б), отже 

constnRBABABABA nn ==++++
2

2
22

33
2
22

2
11 K . 

   5.6 Оскільки 22
2

2
1 nxxx +++ K  – сума квадратів віддалей 

від вершин многокутника до осі OY , а 22
2

2
1 nyyy +++ K  – 

сума квадратів віддалей від вершин многокутника до осі 
OX , то твердження задачі є елементарним наслідком ре-
зультату, одержаного в задачі 5.5. 
   5.7 Аналогічно, як і при розв’язуванні задачі 5.2, одер-
жуємо, що в кожному з двох випадків шукана сума дорів-
нює ( )22 rRn + , де R  і r  – радіуси кіл, n  – кількість сторін 
многокутника. 
   5.8 Розглянемо многочлен nn Rz − . Позначимо його ко-
рені через 1210 ,,,, −= nzzzRz K ; як відомо, ці корені, будучи 
зображені на комплексній площині, утворюють вершини 
правильного n -кутника, вписаного в коло радіуса R  з 
центром в точці 0=z . Нехай вершина 1A  співпадає з точ-
кою 0z , вершина 2A  – з точкою 1z , і т.д., вершина nA  – з 
точкою 1−nz . Тоді 

( )( ) ( )12113121 −−−−=⋅⋅⋅ nn zRzRzRAAAAAA KK . 

Але ( )( )( ) ( ) nn
n RzzzzzzzRz −=−−−− −121 K , тому 

( )( ) ( ) 121
121

−−−
− +++=

−
−

=−−− nnn
nn

n RRzz
Rz
Rzzzzzzz KK  
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при Rz ≠ , причому, в силу неперервності, ця рівність 
справедлива і при Rz = , отже 
( )( ) ( ) 1

121
−

− =−−− n
n nRzRzRzR K , тобто 

1
13121

−=⋅⋅⋅ n
n nRAAAAAA K . 

   Вказаний добуток можна було б підрахувати і по-
іншому: очевидно 

( )
n

nRAA
n

RAA
n

RAA n
πππ 1sin2,,2sin2,sin2 13121

−
=== K , 

тому 
( )

n
n

nn
RAAAAAA nn

n
πππ 1sin2sinsin2 11

13121
−

⋅⋅⋅=⋅⋅⋅ −− KK . 

Прирівнявши два вирази для добутку nAAAAAA 13121 ⋅⋅⋅ K  і 
скоротивши на 1−nR , одержуємо 

( )
12

1sin2sinsin −=
−

⋅⋅⋅ n

n
n

n
nn

πππ
K . 

   5.9 Використавши результат задачі 5.3, неважко вивести, 
що шукана сума дорівнює 22 Rn . 
   5.10 Якщо 1d  і 2d  – довжини діагоналей трапеції, α  – 

кут між ними, то площа трапеції αsin
2
1

21ddS = . Але 

( )
2

8
sin

22
1sin

2
1 2

21
2

21
21 =

+
≤⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

≤
dddddd αα . 

Оскільки площа в точності дорівнює 2, то в наведеній не-
рівності має місце рівність, звідки знаходимо 

o90,1sin,221 ==== ααdd . Висота трапеції, як неважко 
бачити, є одночасно висотою в трикутнику, дві сторони 
якого рівні 1d  і 2d , а кут між ними рівний α . Маючи 1d , 

2d  і α , легко знаходимо, що висота дорівнює 2 . 
   5.11 Нехай ( ) ( )bCaB −− ,0,0,  (див. рисунок 5.5). Оче-
видно, в шуканій точці A  дотична до еліпса паралельна 
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хорді BC . Запишемо рівняння BC : bx
a
by −−= , тоді рів-

няння дотичної можна записати у виді: mx
a
by +−= , де m  

ще потрібно знайти. Для цього y  із рівняння дотичної під-
ставимо у рівняння еліпса:  

22
2

222 bamx
a
baxb =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−+ , звідки легко одержати:  

                    ( ) 022 22222 =−+− bmaabmxxb .                 (5.1) 
Оскільки одержане рівняння повинно мати один корінь, то 
дискримінант D  дорівнює нулю. Але 

( ) ( )22222222222 22
4

mbbabmabmbaD
−=−−= . 

Звідси 02 22 =− mb , тобто bm 2= . Підставивши знайде-
не значення m  в рівняння (5.1), знаходимо x : 

0222 2222 =+− baabxb , або ( ) 02
22 =− axb , звідки 

2
ax = . Тоді із рівняння дотичної (враховуючи, що 

bm 2= ) одержуємо 
2

2
2

bba
a
by =+−= . Таким чи-

ном, ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
2

,
2

baA .                             

 
                  Рисунок 5.5                             Рисунок 5.6 
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   5.12 Введемо на площині декартову систему координат 
таким чином, щоб рівняння еліпса набуло канонічного ви-
ду:  

12

2

2

2

=+
b
y

a
x . 

Крім того, вважатимемо, що ba >  (див. рисунок. 5.6).  
   В рівнянні еліпса перейдемо до полярних координат 

ϕ,r ; тоді ϕϕ sin,cos ryrx ==  і рівняння еліпса набуває 
виду 

1sincos
2

22

2

22

=+
b

r
a

r ϕϕ , звідки 
ϕϕ 2222

22
2

sincos ab
bar
+

= . 

Якщо сюди підставити 
21
πϕϕ += , одержимо 

ϕϕ 2222

22
2

1 cossin ab
bar
+

=  і за теоремою Піфагора маємо: 

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

+
+

=+=
ϕϕϕϕ 22222222

222
1

22

cossin
1

sincos
1

abab
barrAB  

( )
( ) ( ) =+++

+
=

ϕϕϕϕ 44222244

2222

cossincossin baba
baba  

( )
( ) ( ) =++++−

+
=

ϕϕϕϕϕϕ 422422224224

2222

coscossin2sincossin2 babbaa
baba

( )
( ) ( )

=
++−

+
= 2222222222

2222

cossincossin ϕϕϕϕ baba
baba  

( )
( ) 222222

2222

42sin
4

baba
baba
+−

+
=

ϕ
. 

Цей вираз приймає своє найменше значення коли 
12sin 2 =ϕ  і тоді  
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( )
( )

( )
( ) 22222

2222

22222

2222

min
24

4
4

ba
ab

ba
baba

baba
babaAB

+
=

+

+
=

+−

+
= . 

Найбільше значення виразу досягається при 02sin =ϕ , 
отже 

22
max baAB += . 

   5.13 Виведемо спочатку рівняння дотичної до еліпса в 
заданій точці ( )00 , yx . Із рівняння еліпса, вважаючи, що 

0≥y , одержуємо 22 xa
a
by −= . Тоді 

22 xaa
bxy
−

−=′  і 

кутовий коефіцієнт дотичної до еліпса в точці з абсцисою 

0x  дорівнює ( )
2
0

2

0
0

xaa

bx
xy

−
−=′ . Або, враховуючи, що із 

рівняння еліпса 0
2
0

2 y
b
axa =− ,  ( )

0
2

0
2

0 ya
xb

xy −=′ . Тоді рів-

няння дотичної ( )0
0

2
0

2

0 xx
ya
xb

yy −−=− , звідки, з урахуван-

ням рівності 222
0

22
0

2 bayaxb =+ , легко одержуємо 

22
0

2
0

2 bayyaxxb =+  і остаточно 12
0

2
0 =+

b
yy

a
xx

. Дане рів-

няння одержане в припущенні, що точка дотику розташо-
вана над віссю абсцис, але неважко перевірити, що і для 
точок, розташованих під віссю абсцис, рівняння дотичної 
має такий же вид. 
   Із одержаного рівняння знаходимо, що відрізки, які від-

тинаються на координатних осях дотичною рівні 
0

2

x
a  і 

0

2

y
b . 

Тоді площа трикутника 
000

2

0

2

22
1

y
b

x
aab

y
b

x
aS ⋅=⋅= . Оскі-
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льки 12

2
0

2

2
0 =+

b
y

a
x

, то 
2
1

2
1

2

2
0

2

2
000 =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+≤

b
y

a
x

b
y

a
x

, тоді 

ababS =⋅≥ 2
2

, причому в цих двох нерівностях рівність 

досягається при 
b
y

a
x 00 = . Таким чином, шукані точки 

мають координати ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
±±

2
,

2
ba . 

   5.14 Доведемо, що точки площини, із яких еліпс видно 
під прямим кутом, належать деякому колу, центр якого 
співпадає з центром еліпса. Звідси випливає, що всі прямо-
кутники, описані навколо еліпса, будуть вписані в це коло, 
а, отже їх діагоналі будуть рівними. 
   Спочатку виведемо умову, при якій пряма 0=++ CByAx  
дотикається до еліпса. Підставивши із рівняння прямої 

B
Cx

B
Ay −−=  в рівняння еліпса, маємо =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−+

2
222

B
Cx

B
Aaxb  

22ba= , звідси ( ) 02 22222222222 =−+++ BbaCaACxaxBbAa . 
Оскільки це рівняння повинно мати рівно один корінь, то йо-
го дискримінант D  має дорівнювати нулю. Але 

( )( )222222222224

4
BbaCaBbAaCAaD

−+−= , або  

( )22222222

4
CBbAaBbaD

−+= . Звідси 22222 CBbAa =+  – 

шукана умова (зауважимо, що вона виконується і для вер-
тикальних дотичних до еліпса, тобто для прямих, у рівнян-
ні яких 0=B ). 
Якщо дві дотичні до еліпса взаємно перпендикулярні, то їх 
рівняння можна записати у виді: 0=++ CByAx  і 

01 =++− CAyBx , причому 
            22222 CBbAa =+ , 2

1
2222 CAbBa =+                   (5.2) 
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Знайдемо точку перетину цих дотичних: 

22
1

22
1

1

,
,

,
BA
ACBCy

BA
BCACx

CAyBx
CByAx

+
+

−=
+
−

=⇒
⎩
⎨
⎧

−=+−
−=+

. 

Тоді 

( )
=

+

++++−
=+ 222

2
1

2
1

222
1

2
1

22
22 22

BA

CABCACCBCBACBCCA
yx  

( ) ( )
( ) 22

2
1

2

222

222
1

222

BA
CC

BA

BACBAC
+
+

=
+

+++
= , 

що, з урахуванням (5.2), приводить до рівності 

constba
BA

AbBaBbAayx =+=
+

+++
=+ 22

22

22222222
22 , 

що і треба було довести. 
   5.15 Нехай точка M  має координати ( )yx , ; опустимо із 
неї перпендикуляри MK  і ML  на осі координат (див. ри-

сунок 5.7). Оскільки λ=
OK
AK , то yOKAK λλ ==  і, врахо-

вуючи, що xKM =  а aAM
λ

λ
+

=
1

, за теоремою Піфагора  

маємо: ( )
2

22

1
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
+

=+ ayx
λ

λλ . Тобто  

1

11

2

2

2

2

=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
+

+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
+ λλ
λ a

y
a
x . 

Отже, лінія, яку описує точка M  –  еліпс. 
   5.16 Позначимо довжину сторони, яка містить зафіксо-
вані вершини через a , третю вершину позначимо через M  
і  введемо прямокутну систему координат як показано на 
рисунку 5.8. Як видно із цього рисунка: αxtgy = ; 

( ) α2tgxay −= . Звідси  
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( )
α
αα 21

2
tg

tgxaxtg
−
−

=  або axxtgxaxtgx 23;22 22 −=−=− αα , 

тоді ( )xaxtgxy 23222 −== α , тобто axxy 23 22 −= , 

33
3

22
2 aaxy −⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= . 

Остаточно: 1

33

3
2

2

2

2

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

a

y
a

ax
 – гіпербола. 

    
                Рисунок 5.7                               Рисунок 5.8 
 
   5.17 Нехай радіус заданого кола дорівнює R ,  O  – його 
центр, A  – задана точка, 1O  – центр кола, що проходить 
через точку A  і дотикається до заданого кола в точці M .  
 

 
Рисунок 5.9 
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   а) Якщо точка A  знаходиться всередині заданого кола, то 
(див. рисунок 5.9)  

constRMOOOAOOO ==+=+ 1111 . 
   Отже, шукане геометричне місце – еліпс з фокусами в 
точках O  і A  і великою віссю, рівною R . 

 
          Рисунок 5.10а                              Рисунок 5.10б 
  
   б) Якщо ж точка A  розташовано зовні заданого кола, то 
можливі два випадки, зображені на рисунках 5.10,а і 5.10,б. 
В першому випадку  

constRMOOOAOOO ==−=− 1111 . 
В другому випадку  

constROOMOOOAO ==−=− 1111 . 
Як бачимо, шукане геометричне місце – гіпербола з фоку-
сами в точках O  і A  і дійсною віссю, рівною R . 
   5.18 Виберемо прямокутну декартову систему коорди-
нат Oxy  так, щоб осі Ox  і Oy  співпали з осями парабол, а 
вітки парабол були спрямовані в додатних напрямках ко-
ординатних осей (рисунок 5.11). Тоді рівняння парабол ма-
тимуть вигляд: 2

1 1y a x c= −  і 2
2x a y c= − 2 , де 1 20, 0a a> >  . 

Оскільки за умовою параболи перетинаються в чотирьох 
точках, то 1 20, 0c c> >  . 
   Нехай ( )0 0 0,M x y  – будь-яка з чотирьох точок перетину 
парабол. Тоді координати цієї точки задовольняють систе-
мі рівнянь: 
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2
0 1 0 1

2
0 2 0 2

,y a x c

x a y c

⎧ = −⎪
⎨

= −⎪⎩
. 

Поділимо обидві частини першого рівняння системи на 
1 0a ≠ , а обидві частини другого рівняння на 2 0a ≠ , після 

чого додамо перше рівняння до другого: 
2 2 0 0 1 2
0 0

1 2 1 2

0y x c cx y
a a a a

+ − − − − = . 

Виділяючи повні квадрати, дістаємо  

( ) ( )

2 2

1 2
0 0 2 2

2 1 1 2 2 1

1 1 1 1
2 2 2 2

c cx y
a a a a a a

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− + − = + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
. 

 
 
              Рисунок 5.11                               Рисунок 5.12 
 
Таким чином, точка 0M  лежить на колі з центром у точці 

2 1

1 1,
2 2

O
a a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  і радіусом 1 2
2 2

1 2 2 1

1 1
4 4

c cR
a a a a

= + + + , що й 

треба було довести. 
   5.19 Нехай ( )00 , yxM  – довільна точка гіперболи, відмін-
на від ( )0,1  і ( )0,1− , і нехай одна із дотичних, проведених із 
точки M  до кола, дотикається до нього в точці ( )11 , yxA , а 
друга – в точці B  (див. рисунок 5.12). Оскільки вектори 

{ }1010 , yyxxAM −−=  і { }11 , yxOA =  ортогональні, то 



 154

02
110

2
110 =−+− yyyxxx , що з урахуванням того, що 

12
1

2
1 =+ yx  приводить до рівності 11010 =+ yyxx . Пряма 

AB  проходить через точку A  перпендикулярно до вектора 
{ }00 , yxOM = , отже її рівняння можна записати у виді 

( ) ( ) 01010 =−+− yyyxxx . Після розкриття дужок і враху-
вання рівності, одержаної вище, маємо: 0100 =−+ yyxx . 
Знайдемо спільну точку цієї прямої з гіперболою; для цього 

розв’яжемо систему: 
⎩
⎨
⎧

=−+
=−

.01
,1

00

22

yyxx
yx

 Із другого рівняння 

0

01
y

xx
y

−
=  підставимо в перше: 1

21
2
0

22
002 =

+−
−

y
xxxx

x , 

або 2
0

22
00

22
0 21 yxxxxxy =−+− , звідки ( ) −+− xxxxy 0

22
0

2
0 2   

( ) 01 2
0 =+− y . Враховуючи, що 12

0
2
0 −=− xy  2

0
2
01 xy =+ , ма-

ємо ( ) 02
0 =−− xx , тобто рівняння має єдиний корінь 

0xx = . Тоді 0
0

2
0

0

2
01

y
y
y

y
x

y −=−=
−

= . Таким чином, 

( )00 , yxC −  – єдина спільна точка прямої і гіперболи. 
   Щоб переконатись, що це саме точка дотику, а не пере-
тину, візьмемо на прямій довільну іншу точку ( )yxD ~,~  
( 1~~

00 =+ yyxx ) і розглянемо  

( )=−+−=
+−

−=− 22
00

22
02

0
2
0

22
00222 ~~211~~21~~~ xxxxxy

yy
xxxxxyx  

( ) ( )( )=+−+−=−++−= 2
0

2
00

22
0

2
02

0

22
00

2
0

2
0

22
02

0

~2~1~~2~1 yxxxxxy
y

xxxxyxxy
y

( ) ( )( ) 11~1~2~1 2
02

0

2
0

2
02

0

2
0

2
00

2
2
0

=<−−=+−+−= y
y

xxy
y

yxxxx
y

. 

Отже, 1~~ 22 <− yx  для будь-якої точки прямої, відмінної від 
точкиD . Це свідчить про те, що всі точки прямої (крім то-
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чки C ) знаходяться строго між вітками гіперболи, що 
означає, що пряма саме дотикається до гіперболи в точці 
C . Твердження доведене. 
    5.20 Виведемо спочатку рівняння дотичної до параболи 

pxy 22 =  в точці ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
0

2
0 ,

2
y

p
y

. Шукатимемо це рівняння у 

виді bkxy +=  і при знаходженні спільної точки параболи 
і прямої приходимо до рівняння ( ) pxbkx 22 =+ , або 

( ) 02 222 =+−+ bxpkbxk . Прирівнявши дискримінант цьо-
го рівняння до нуля, маємо ( ) 0222 =−− bkpkb , звідки 

легко одержати 02 =− kbp , тобто 
b
pk

2
= . Таким чином, 

рівняння дотичної набуває виду: bx
b
py +=

2
. Оскільки ця 

пряма повинна прохолодити через задану точку параболи, 

то b
p

y
b
py +=

22

2
0

0 , звідки 22
00 44 byby += , або 

( ) 02 2
0 =− yb , тобто 

2
0y

b = . Підставивши знайдене зна-

чення b  в рівняння дотичної, одержуємо 
2

0

0

y
x

y
py +=  і 

остаточно 
2

2
0

0
y

pxyy += . 

   Нехай точки на параболі мають координати 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
2

2
2

1

2
1 ,

2
,,

2
y

p
yBy

p
yA , ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
3

2
3 ,

2
y

p
y

C  (див. рисунок 5.13). 

Зауважимо, що площа трикутника з вершинами в точках 
( ) ( ) ( )332211 ,,,,, yxyxyx  дорівнює:  
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||
2
1

1313

1212

yyxx
yyxx

S
−−
−−

= . Тоді =
−

−

−
−

= |

2

2|
2
1

13

2
1

2
3

12

2
1

2
2

yy
p
yy

yy
p
yy

S ABC  

( )( ) ( )( )( )321312
13

12
1312 4

1
1
1

4
1 yyyyyy

pyy
yy

yyyy
p

−−−=
+
+

−−= . 

   Знайдемо точки перетину дотичних до параболи в точках 
BA ,  і C . 

Розв’язуючи систему 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+=

+=

,
2

,
2

2

2

j
j

i
i

y
pxyy

ypxyy
 одержуємо: 

.
2

,
2

p
yy

x

yy
y

ji

ji

=

+
=

 

Отже, точки перетину дотичних є: ,
2

,
2

2121
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ + yy
p
yyK  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
2

,
2

,
2

,
2

31313232 yy
p
yy

M
yy

p
yy

L ; таким чином, 

( )( ) =−−=−−

−−

= |
1
1

|
8
1|

22

22|
2
1

1

2
2313

232131

132132

y
y

yyyy
pyy

p
yyyy

yy
p

yyyy

SKLM  

( )( )( )1223138
1 yyyyyy
p

−−−= .

 
          Рисунок 5.13                                  Рисунок 5.14 
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Порівнюючи одержані  вирази, бачимо, що ABCKLM SS
2
1

= , 

що і треба було довести. 
   5.21 Введемо полярну систему координат, помістивши 
полюс в точку A  і напрямивши полярну вісь так, як пока-
зано на рисунку 5.14. Якщо точка ( )ϕ,rM  належить вка-
заному геометричному місцю, то, як видно з рисунка 

ϕsinaRr −=  . Тоді, в силу симетрії фігури відносно пря-
мої OA , маємо: 

( ) (∫∫∫
−−−

+−=−=⋅=
2

2

2
2

2

2
2

2

2 sin2sin
2
12

π

π

π

π

π

π

ϕϕϕϕ aRRdaRdrS  

) ( ) =−++=+ ∫
−

−

2

2

2
2

2

222 2cos1
2

cos2sin

π

π

π

π ϕϕϕπϕϕ daaRRda   

( )
2

2
2

222
2 aRaR +

=+=
πππ . 

   5.22 Шукане рівняння параболи, очевидно, може бути 
записане у виді baxy += 2 . Підставляючи звідси 

a
byx −

=2  у рівняння еліпса, маємо ( ) 04542 =+−+ bayay . 

Оскільки це рівняння повинно мати лише один корінь, то 
його дискримінант повинен дорівнювати нулю, отже 

( ) 0454 =++ baa , або 0445 2 =++ aba . Враховуючи, що 
парабола повинна пройти через задані точки, одержуємо 

ba +=−1 , тобто 1−−= ab . Тоді для aмаємо рівняння 
( ) 04145 2 =+−−+ aaa , або 0442 =+− aa , звідки 2=a , 

тоді 3−=b . Таким чином, шукана парабола 32 2 −= xy . 
   5.23 Введемо прямокутну декартову систему координат, 
в якій рівняння параболи матиме вид pyx 22 =  (див. рису-
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нок 5.15). Тоді ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
,0 pF , рівняння директриси 

2
py −=  і 

нехай ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
p

x
xA

2
,

2
0

0 . Отже 
2622

0
3
0

0

20 px
p

x
dxp

p
xS

x

+=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+= ∫ . 

 
               Рисунок 5.15                            Рисунок 5.16 
 
Площу сектора FOA  знайдемо як різницю площ трапеції 

OAFA ′′  і криволінійної трапеції OAOA ′′ : 

=−−+=−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++=

264
3

4222
1 0

3
00

3
0

0

2
0 px

p
xpx

p
xSxp

p
xpSFOA  

2412
0

3
0 Spx
p

x
=+= . 

   5.24 Використавши результат задачі 5.23, легко одержа-
ти, що шукана площа дорівнює 2S . 
   5.25 Нехай C  – вершина прямого кута трикутника, а до-
вжини катетів BC  і AC  відповідно рівні a  і b . Введемо 
прямокутну декартову систему координат, прийнявши за 
координатні осі сторони прямого кута, вздовж яких ковзає 
гіпотенуза трикутника ABC  (див. рисунок 5.16). Опустимо 
із точки ( )yxC ,  перпендикуляри CM  і CN  на осі коорди-
нат. Трикутники CMA і CNA  подібні (обидва прямокутні і 

NCBMCA ∠=∠  як кути з попарно перпендикулярними 
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сторонами), тому 
BC
AC

NC
MC

= , або 
a
b

x
y
= . Звідси x

a
by = , 

тобто вершина прямого кута рухається вздовж прямої.   
   5.26 Введемо на площині прямокутну декартову систе-
му координат так, щоб рівняння параболи набуло виду 

pxy 22 = . Як відомо, пряма bkxy +=  дотикається до па-
раболи, якщо 02 =− pkb  (див. розв’язок задачі 5.20). Вра-
ховуючи це, одержуємо: рівняння всякої прямої, яка доти-

кається до параболи має вид 
k
pkxy

2
+= , а рівняння доти-

чної, перпендикулярної до неї є 
2

1 kpx
k

y −−= . Знайдемо 

точку перетину таких дотичних: 
2

1
2

kpx
kk

pkx −−=+ ; 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

k
kpx

k
k 1

2
1 , тобто constpx =−=

2
. Отже, вер-

шина прямого кута описує пряму лінію і це є директриса 
параболи.    
   5.27 Нехай вершини чотирикутника є DCBA ,,,  і не-
хай всі відрізки ODOCOBOA ,,,  не менші 15. Знайдеть-
ся сторона чотирикутника, яку видно із точки O  під кутом 
не меншим 90о, нехай це сторона AB . Тоді 

22222 20152 >⋅≥+≥ OBOAAB , що суперечить умові 
20≤AB . 

   5.28 Маємо очевидні співвідношення: 

BC
BR

AB
AP

PR
PQ

S
S

S
S

S
S

S
S

ABC

ABR

ABR

APR

APR

APQ

ABC

APQ ⋅⋅=⋅⋅=
Δ

Δ

Δ

Δ

Δ

Δ

Δ

Δ . 

Застосувавши нерівність між середнім арифметичним і се-
реднім геометричним, одержимо 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++≤

Δ

Δ

BC
BR

AB
AP

PR
PQ

S
S

ABC

APQ

3
1

3 . 

Аналогічно 
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⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++≤

Δ

Δ

AB
BP

BC
RC

PR
QR

S
S

ABC

QRC

3
1

3 . 

Додаючи ці нерівності і враховуючи, що ABBPAP =+ , 
BCRCBR =+ , PRQRPQ =+ , одержуємо 

133 ≤+
Δ

Δ

Δ

Δ

ABC

QRC

ABC

APQ

S
S

S
S

, 

звідки і випливає потрібне твердження. 
   5.29 Зауважимо, що площа S  трикутника з цілочисель-
ними координатами вершин не менше 0,5. Нехай cba ,,  – 
сторони трикутника, тоді 

RSRabccba 24
3

3

≥=≥⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++ , або Rp 2

27

3

≥ , тобто Rp 543 ≥ . 

   5.30 Виведемо рівняння дотичної до другої параболи в 
точці ( )00 , yx , де maxy += 2

00 . Якщо рівняння цієї дотич-
ної є bkxy += , то bkxmax +=+2 , або 

02 =−+− bmkxax . Дискримінант цього квадратного рів-
няння повинен дорівнювати нулю: ( ) 042 =−− bmak , звід-

ки 
a

kmb
4

2

−= . Отже, рівняння дотичної 
a

kmkxy
4

2

−+= . 

Оскільки дотична повинна проходити через задану точку, 

то 
a

kmkxmax
4

2

0
2
0 −+=+ , звідки 044 2

0
2
0

2 =+− kakxxa , 

або ( ) 02 2
0 =− kax , тобто 02axk = . Підставивши значення 

k  в рівняння дотичної, одержуємо 2
002 axmxaxy −+= . 

Координати точок перетину дотичної з першою параболою 
(тобто кінців хорди) знаходяться із системи рівнянь:   

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

−+=

.

,2
2

2
00

axy

axmxaxy
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Із рівності 2
00

2 2 axmxaxax −+=  легко одержуємо 

( ) mxxa =− 2
0 . Корені цього рівняння: 

a
mxx

a
mxx +=−= 0201 , . Безпосередньо видно, що 

0
21

2
xxx

=
+

, а це і означає, що точка з абсцисою 0x  є  се-

рединою відрізка, кінці якого мають абсциси 1x  і 2x .  
   5.31 Виберемо прямокутну декартову систему коорди-
нат Oxy  так, щоб осі Ox  і Oy  були асимптотами рівнобіч-
ної гіперболи, а вітки гіперболи розташовувалися в першій 
і третій чвертях. Тоді рівняння гіперболи матиме вид 

x
ay =  ( 0>a ). Виведемо рівняння дотичної до гіперболи в 

точці ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

0
0 ,

x
ax . Якщо рівняння дотичної є bkxy += , то 

при відшуканні спільної точки цієї прямої і гіперболи при-
ходимо до рівняння: 02 =−+ abxkx , дискримінант якого 

повинен дорівнювати нулю: 042 =+ akb , тобто 
a

bk
4

2

−= . 

Отже, рівняння дотичної має вид bx
a

by +−=
4

2

. Врахову-

ючи, що ця дотична проходить через задану точку, маємо 

bx
a

b
x
a

+−= 0

2

0 4
, тобто 044 2

0
2

0
2 =+− xbabxa , звідки зна-

ходимо 
0

2
x
ab = . Таким чином, рівняння дотичної 

0
2
0

2
x
ax

x
ay +−= . Нехай 1x  і 2x  – абсциси точок перетину 

дотичної з асимптотами гіперболи (осями координат). Тоді 
01 =x  і із рівняння дотичної при 0=y  неважко одержати 
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02 2xx = . Тобто 
2

21
0

xxx +
= , а це означає, що точка доти-

ку – середина відрізка дотичної, що лежить між асимпто-
тами гіперболи, що й треба було довести.       
   5.32 Виберемо прямокутну декартову систему коорди-
нат Oxy  так, щоб осі Ox  і Oy  були асимптотами гіпербо-

ли. Тоді рівняння гіперболи матиме вигляд 
x
ay = . Нехай 

точки A  і B  мають координати ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

2
2

1
1 ,,,

x
axB

x
axA . 

Складемо рівняння прямої AB : 

12

1

2

1

x
a

x
a

x
ay

xx
xx

−

−
=

−
− , або 

( )
a

ayxxxx −
−=− 12

1 . 

Поклавши в цій рівності 0=y , одержуємо 21 xxx += , тоб-
то вісь Ox  пряма AB  перетинає в точці ( )0,21 xxC + . А 

поклавши 0=x , маємо 
( )

21

21

xx
xxay +

= , отже вісь Oy  ця 

пряма перетинає в точці 
( )

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +

21

21,0
xx

xxaD . Тоді 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−−+=
1

2
1

121 ,0,
x
ax

x
axxxAC , 

( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
−=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−
+

−=
1

2
221

21
2 ,,0

x
ax

x
a

xx
xxaxBD  . 

Звідси видно, що BDAC −= , а це означає, що BDAC = . 
   5.33 Нехай пряма bkxy +=  перетинає параболу 2y ax=  
в двох точках: A  і B . Тоді координати цих точок задово-
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льняють системі рівнянь: 
2 ,

.
y ax
y kx b

⎧ =
⎨

= +⎩
 Виключаючи з цієї 

системі y , дістаємо квадратне рівняння 2 0ax kx b− − = . 
Корені цього рівняння 1x  і 2x  є абсцисами точок A  і B . 

Тому абсциса Cx  середини C  хорди AB  дорівнює 1 2

2
x x+  

і, згідно з теоремою Вієта, може бути обчислена за форму-

лою 
2C
kx
a

= . Оскільки Cx  не залежить від b , то середини 

всіх паралельних хорд параболи, тобто хорд, що мають той 

же самий кутовий коефіцієнт k , лежать на прямий 
2
kx
a

= , 

тобто на прямий, яка паралельна осі параболи. 

   5.34 Нехай пряма y kx d= + перетинає еліпс 
2 2

2 2 1x y
a b

+ =  

в двох точках A  і B . Тоді координати цих точок задово-

льняють системі рівнянь: 

2 2

2 2 1,

.

x y
a b
y kx d

⎧
+ =⎪

⎨
⎪ = +⎩

 Виключаючи з цієї 

системі y , дістаємо квадратне рівняння 

( )2 2 2 2 2 2 2 2 22 0b a k x a kdx a b a d+ + − + = . Корені цього рів-

няння 1x  і 2x  є абсцисами точок A  і B . Тому абсциса Cx  

середини C  хорди AB  дорівнює 1 2

2
x x+  і, згідно з теоре-

мою Вієта, може бути обчислена за формулою 
2

2 2 2C
a kdx

b a k
= −

+
. Тоді ордината Cy  цієї ж точки дорівнює 

C Cy kx d= + , або 
2

2 2 2C
dby

b a k
=

+
. 
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   Нехай 1 1A B  − хорда еліпса, яка розташована на прямій 

1y kx d= + , а 2 2A B  − будь-яка інша хорда цього ж еліпса, 
яка паралельна  хорді 1 1A B , тобто має той же самий кутовий 
коефіцієнт k , а, значить, розташована на прямій 2y kx d= + . 
Нехай 1C  и 2C  – середини хорд 1 1A B  і 2 2A B  відповідно.  

Тоді 
1

2
1

2 2 2C
a kdx

b a k
= −

+
, 

1

2
1

2 2 2C
d by

b a k
=

+
; 

2

2
2

2 2 2C
a kdx

b a k
= −

+
, 

2

2
2

2 2 2C
d by

b a k
=

+
. 

   Складемо рівняння прямої 1 2C C : 1 1

2 1 2 1

C C

C C C C

x x y y
x x y y
− −

=
− −

, або  

222

2
1

222

2
2

222

2
1

222
1

2

222
2

2

222
1

2

kab
bd

kab
bd

kab
bdy

kab
kda

kab
kda

kab
kdax

+
−

+

+
−

=

+
+

+
−

+
+

. 

Або, після спрощення,  
                                      2 2 0a ky b x+ = .                                  
Очевидно, що координати точки ( )0,0O , тобто координа-
ти центра еліпса, задовольняють цьому рівнянню. Оскіль-
ки коефіцієнти останнього рівняння не залежать від 1d  і 

2d , то середини паралельних хорд еліпса лежать на одній 
прямій, яка проходить через центр еліпса, що й потрібно 
було довести. 
   5.35 Нехай пряма y kx d= +  перетинає гіперболу 

2 2

2 2 1x y
a b

− =  в двох точках: A  і B . Тоді координати цих то-

чок задовольняють системі рівнянь: 

2 2

2 2 1,

.

x y
a b
y kx d

⎧
− =⎪

⎨
⎪ = +⎩

 Виклю-
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чаючи з цієї системі y , дістаємо квадратне рівняння 

( )2 2 2 2 2 2 2 2 22 0b a k x a kdx a b a d− − − − = . Корені цього рів-

няння 1x  і 2x  є абсцисами точок A  і B . Тому абсциса  Cx  

середини C  хорди AB  дорівнює 1 2

2
x x+  і, згідно з теоре-

мою Вієта, може бути обчислена за формулою 
2

2 2 2C
a kdx

b a k
=

−
. Тоді ордината Cy  цієї ж точки дорівнює 

C Cy kx d= + , або 
2

2 2 2C
dby

b a k
=

−
. 

   Нехай 1 1A B  − хорда гіперболи, яка розташована на пря-
мій 1y kx d= + , а 2 2A B  − будь-яка інша хорда цієї ж гіпер-
боли, яка паралельна хорді 1 1A B , тобто має той же самий 
кутовий коефіцієнт k , а значить, розташована на прямій 

2y kx d= + . Нехай 1C  і 2C  – середини хорд 1 1A B  і 2 2A B  ві-
дповідно. Тоді  

1

2
1

2 2 2C
a kdx

b a k
=

−
,  

1

2
1

2 2 2C
d by

b a k
=

−
;  

2

2
2

2 2 2C
a kdx

b a k
=

−
, 

2

2
2

2 2 2C
d by

b a k
=

−
. 

Рівняння прямої 1 2C C  має вигляд: 1 1

2 1 2 1

C C

C C C C

x x y y
x x y y
− −

=
− −

.  

Підставивши сюди вирази для 
2121

,,, CCCC yyxx  і спрос-
тивши одержане рівняння, одержуємо:  

2 2 0a ky b x− = . 
Очевидно, що координати точки ( )0,0O , тобто координа-
ти центра гіперболи, задовольняють цьому рівнянню. 
Оскільки коефіцієнти останнього рівняння не залежать від 

1d  і 2d , то середини паралельних хорд гіперболи лежать на 
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одній прямій, яка проходить через центр гіперболи, що й 
потрібно було довести. 
   5.36 Введемо на площині прямокутну декартову систе-
му координат так, щоб вершини квадрата мали координати 
( )0,0A , ( )0,aB , ( )aaC ,  і ( )aD ,0 . Нехай ( )yxM ,  – дові-

льна точка площини. Вона належатиме вказаному геомет-
ричному місцю, якщо 

( ) ( ) ( ) ( )22222222 ayxyaxayaxyx −+++−=−+−++ . 
Після піднесення до квадрата, одержуємо 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )22222222 ayxyaxayaxyx −++−=−+−+ . 
Піднісши до квадрата ще раз, маємо 

( ) ( ) ( ) ( )22222222 ayaxyxaxyayx −−+=−+− ,  
що після спрощення приводить до рівності 
( )( ) 022 =−− ayax . Звідси видно, що шуканим геометрич-

ним місцем є дві прямі 
2
ax =  і 

2
ay = . 

   5.37 Припустимо, що такий трикутник існує, причому 
можна вважати, що одна з вершин цього трикутника спів-
падає з початком координат. Отже, нехай вершинами три-
кутника є точки ( )0,0O , ( )11 , yxA  і ( )22 , yxB , де 

2211 ,,, yxyx  – цілі числа. Площа такого трикутника 

21212
1 xyyxS −=  виражається раціональним числом. З 

другого боку, враховуючи, що OBOA = , маємо 

( )
2
3

2
360sin 2

1
2
1

20 yxOAOBOAS +==⋅=   – число ірра-

ціональне. Суперечність, яка доводить, що такого трикут-
ника не існує.  
   5.38 Дана крива може бути задана параметричними рів-
няннями: tbytax 33 sin,cos ==  (астроїда). Враховуючи, 
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що  tgt
a
b

tta
ttb

x
y

y
t

t
x −=

−
=

′
′

=′
sincos3

cossin3
2

2

, рівняння дотичної 

до кривої в точці, що відповідає значенню t  параметра, 
може бути записане у виді: 

( )taxtgt
a
btby 33 cossin −−=− . 

Знайдемо точки перетину цієї дотичної з осями координат; 
при 0=x  одержуємо tbtbtgttby sincossin 33 =+= , а при 

0=y  маємо tatattax coscoscossin 32 =+= . 
   Площа трикутника, обмеженого дотичною та осями ко-
ординат дорівнює  

tabtbtaxyS 2sin
4
1sincos

2
1

2
1

=== . 

Ця площа буде найбільшою при 12sin =t . У відповідності 
до цього, одержуємо чотири точки на кривій: 

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
22

,
221

baM , ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−

22
,

222
baM , ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−−

22
,

223
baM , 

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−

22
,

224
baM . 

   5.39 Припустимо, що в еліпс 12

2

2

2

=+
b
y

a
x  ( ba > ) вписа-

но рівносторонній трикутник, центр якого співпадає з 
центром еліпса. Опишемо навколо цього трикутника коло; 
очевидно вершини трикутника будуть точками перетину 
цього кола з еліпсом. Зрозуміло також, що радіус r  кола 
задовольняє умову arb << . Але, як неважко перекона-
тись, коло 222 ryx =+  перетинається з еліпсом в чотирьох 
точках, які є вершинами прямокутника і ніякі три з них не 
можуть бути вершинами правильного трикутника. 
   5.40 Нехай C  – центр кола, r  – його радіус, A  – дана 
точка. Введемо прямокутну декартову систему координат, 
провівши вісь Ox через точки C  і A  і вибравши початок 
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координат посередині між ними. Тоді координати цих то-
чок будуть: ( )0,0xC − , ( )0,0xA , вважаємо 00 >x . Мож-
ливі варіанти: 
   а) Точка A  розташована зовні кола, тоді 02xr < . Нехай 

( )yxM ,  – довільна точка площини; вона належить вказа-
ному геометричному місцю, якщо MAMB = (див. рисунок 
5.17а). Але CBMCMB −=  і ми приходимо до рівності: 

( ) ( ) 22
0

22
0 yxxryxx +−=−++ . Піднісши до квадрата, 

одержуємо: ( ) 22
0

2
0 24 yxxrrxx ++=+ . Після повторно-

го піднесення до квадрата маємо:  
( ) ( )22

0
222222

0 4444 rxryrxrx −=−− , або  

1

2
4

2

2
22

0

2

2

2

=

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ −
−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ rx

y
r
x . 

Таким чином, шукане геометричне місце – гіпербола (точ-
ніше – її права вітка). 

 

 
           Рисунок 5.17а                                Рисунок 5.17б 
  
   б) Точка A  розташована всередині кола, тоді 02xr > . 
Тепер уже MCCBMB −=  ( див. рисунок 5.17б )  і ми при-
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ходимо до рівності: ( ) ( ) 22
0

22
0 yxxyxxr +−=++− . 

Аналогічно, як і у випадку а), одержуємо: 
( ) ( )2

0
222222

0
2 4444 xrryrxxr −=+− , або 

1

2
4

2

2
2
0

2

2

2

2

=

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ −
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ xr

y
r
x . 

Отже, в цьому випадку шуканим геометричним місцем бу-
де еліпс. 
   5.41 Перш за все доведемо, що центр вписаного в еліпс 
ромба співпадає з центром еліпса. Нехай еліпс задано рів-

нянням )(12

2

2

2

ba
b
y

a
x

>=+  і в нього вписано деякий ромб. 

Рівномірно розтягнемо всю картину в напрямі осі Oy  в 
b
a  

раз. При цьому еліпс перетвориться в коло, а ромб – у впи-
саний в це коло прямокутник (це випливає з того, що при 
рівномірному розтягу паралелограм перетворюється в па-
ралелограм, а паралелограмом, вписаним в коло, може бу-
ти тільки прямокутник). Оскільки центри кола і вписаного 
в нього прямокутника співпадають, це означає, що до роз-
тягу центри еліпса і вписаного в нього ромба теж співпа-
дали.  
   Доведемо, що шуканим перетином буде деякий круг, 
центр якого співпадає з центром еліпса. Для доведення 
цього твердження, враховуючи, що діагоналі ромба взаєм-
но перпендикулярні і в точці перетину діляться пополам, 
досить показати, що всі хорди еліпса, які видно з його 
центра під кутом 90о, знаходяться на одній і тій же віддалі 
від центра. Скористаємось результатом, одержаним при 
розв’язуванні задачі 5.12 (див. рисунок 5.6). Знаходимо  

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

+
+

=+=
ϕϕϕϕ 22222222

222
1

22

cossin
1

sincos
1

abab
barrAB  
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( )
( )( )ϕϕϕϕ 22222222

2222

cossinsincos abab
baba

++
+

= . 

Віддаль від точки O  до хорди AB  дорівнює 
AB

rr
d 1⋅= . 

( )
( )( )

22

22

22222222

2222

2222

22

2222

22

2

2
1

2
2

cossinsincos

cossinsincos
ba

ba

abab
baba

ab
ba

ab
ba

AB
rrd

+
=

++
+

+
⋅

+==

ϕϕϕϕ

ϕϕϕϕ . 

Таким чином, const
ba

abd =
+

=
22

, що і потрібно було 

довести. 
   5.42 Нехай ( )2

00 , axxC  – точка на нижній параболі, із 
якої проведені дві дотичні до верхньої параболи, 
( ) ( )2211 ,,, yxByxA  – точки дотику (див. рисунок 5.18). 

Якщо пряма bkxy +=  має одну спільну точку з парабо-
лою maxy += 2 , то рівняння bkxmax +=+2 , або 

02 =−+− bmkxax  має один корінь, тобто його дискримі-

нант дорівнює нулю: ( ) 042 =−− bmak , звідки 
a

kmb
4

2

−= . 

Отже, рівняння дотичної 
a

kmkxy
4

2

−+=  і абсциса точки 

дотику 
a

kx
2

= . Врахуємо, що дотична проходить через  

точку C : 
a

kmkxax
4

2

0
2
0 −+= , звідси 

( ) amaxkamxaakxk 42,444 2
0

2
0

2
0

2 =−=+− , 

тобто amaxk 22 0 ±= . Для абсцис точок дотику A  і B  
маємо: 

a
mx

a
amaxx

a
mx

a
amaxx +=

+
=−=

−
= 0

0
20

0
1 2

22,
2

22 . 
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   Знайдемо площу сегмента ABG  як різницю площ трапе-
ції ABNM  і криволінійної трапеції AGBNM : 

( )( ) ( ) =+−−+= ∫
2

1

2
1221. 2

1 x

x
сегм dxmaxxxyyS  

( ) ( ) ( ) =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+−−−

+++
= 12

3
1

3
212

2
2

2
1

32
xxmxxaxxmaxmax  

( )( ) ( ) ( ) ( ) =−−−−−+−
+

= 12
3
1

3
21212

2
2

2
1

32
xxmxxaxxmxxxxa  

( ) ( ) ( )( ) ( )
3

3
12

2
112

2
2

2
2

2
112 2

66
23

6 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=−=++−+−=

a
maxxaxxxxxxxxa . 

Остаточно 
a
mmSсегм 3

4
. = . 

   Знайдемо, далі, площу трикутника ABC : 

( )( ) ( )( ) =−−−−−= 2
0102

2
02012

1 axyxxaxyxxS ABC  

( ) ( ) =−+−−+−= 2
0

2
1

2
0

2
22

1 axmax
a
maxmax

a
m  

=−++−+= 2
0

2
1

2
0

2
22

1 axmaxaxmax
a
m  

( )( ) ( )( ) =++−++−= mxxxxaxxxxa
a
m 2

2
1

01010202  

=+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+= m

a
mx

a
ma

a
mx

a
ma

a
m 222

2
1

00  

a
mmm

a
mm

a
m

a
ma

a
m 24

2
122

2
1

=⋅=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⋅= . 

   Тоді шукана площа криволінійного трикутника CAGB  
дорівнює: 
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const
a
mm

a
mm

a
mmSSS сегмABC ==−=−=

3
2

3
42

. . 

 
           Рисунок 5.18                             Рисунок 5.19 
 
    5.43 Див. рисунок 5.19. Тут 4321 , MMMM , 

8765 , MMMM  – дуги кіл радіуса 2  з центрами в точках 
( ) ( ) ( ) ( )0,2,2,0,0,2,2,0 −−  відповідно; 5432 , MMMM , 

1876 , MMMM   – дуги кіл радіуса 2 з центрами в точках 
( ) ( ) ( ) ( )1,1,1,1,1,1,1,1 −−−−  відповідно. 
   5.44 Нехай дано два правильних многокутники з числом 
сторін m  і n  ( nm < ) і периметр кожного з них дорівнює 
P . Тоді радіуси кіл, вписаних в ці многокутники, будуть 

рівні 

n
tgn

Pr

m
tgm

Pr ππ 2
,

2
21 ==  і площі 

m
tgm

PrPS π42
1 2

11 =⋅= , 

n
tgn

PrPS π42
1 2

22 =⋅= . 

   Легко довести, що функція ( )
x
xtgxf =  є строго зростаю-

чою на проміжку ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
,0 π , а тому із нерівності 

mn
ππ

<  випли-
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ває, що 

m

m
tg

n

n
tg

π

π

π

π

< , або 
m

tgm
n

tgn ππ
< , що зразу ж приво-

дить до нерівності 21 SS < , що і потрібно було довести. 
   5.45 Нехай AB  вказаний відрізок, constaOBOA ==+ 2 , 

( )yxM ,  – середина AB , вважаємо, що 0,0 ≥≥ yx  (див. 
рисунок 5.20). Оскільки MD  і MC  – середні лінії трикут-

ника OAB , то OBMCOAMD
2
1,

2
1

== . Тоді 

( ) constaOBOAMCMD ==+=+
2
1 , або ayx =+  – рів-

няння частини лінії, що знаходиться в першій чверті. Вра-
ховуючи симетрію, легко записати рівняння всієї лінії: 

ayx =+ . 

 
          Рисунок 5.20                                  Рисунок 5.21 
  
  5.46 Нехай 21 , OO  – центри відповідно меншого і біль-
шого кіл, Rr , , Rr < , – їхні радіуси (див. рисунок 5.21). 
Якщо точка M  знаходиться зовні обидвох кіл, то повинна 
виконуватись рівність RMOrMO −=− 21 , звідки 

constrRMOMO =−=− 12 . Якщо точка N  розташована 
всередині обидвох кіл, то NORNOr 21 −=− , тобто знову 

constrRNONO =−=− 12 . Отже, в цих двох випадках шу-
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каним геометричним місцем буде одна із віток гіперболи з 
фокусами в точках 1O  і 2O  з дійсною віссю, рівною rR − .  
   Розглянемо випадок, коли точка знаходиться всередині 
одного з кіл, але зовні другого. Для точки P  маємо 

RPOPOr −=− 21 , звідки constrRPOPO =+=+ 21 , а для 
точки Q  маємо QORrQO 21 −=− , тобто =+=+ rRQOQO 21  

const= . Таким чином, в цих випадках одержується еліпс з 
фокусами в точках 1O  і 2O  та великою віссю, рівною 

rR + . 
   Зрозуміло,що шукане геометричне місце  одержується як 
об’єднання двох описаних вище множин точок.  
   5.47 Введемо на площині прямокутну декартову систе-
му координат Oxy , в якій еліпс матиме канонічне рівнян-
ня. Нехай ( )00 , yxA , ( ) ( )2211 ,,, yxCyxB  – вершини три-
кутника найбільшої площі, вписаного в цей еліпс. Пере-
йдемо до іншої системи координат yxO ′′ , де 

y
b
ayxx =′=′ , , тобто розтягнемо попередню систему в 

напрямі осі Oy  в 
b
a  раз. При цьому еліпс перейде в коло 

радіуса a  з центром в початку координат, а трикутник 
ABC  перейде в трикутник найбільшої площі, вписаний в 
це коло. Як відомо, серед трикутників, вписаних в дане ко-
ло, найбільшу площу має рівносторонній трикутник. По-
значимо ( ) ( ) ( )221100 ,,,,, yxCyxByxA ′′′′′′′′′  вершини трику-
тника, в який перейшов трикутник ABC ; очевидно 

2,1,0,, =′=′= iy
a
byxx iiii .  

   Скористаємось параметричними рівняннями кола: 
taytax sin,cos == . Нехай координати вершини A′  оде-

ржуються при α=t : αα sin,cos 00 ayax =′=′ . Враховую-
чи, що трикутник CBA ′′′  рівносторонній, для координат 
вершин B′  і C′  маємо: 
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.
3

2sin,
3

2sin

,
3

2cos,
3

2cos

21

21

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=′⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=′

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=′⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=′

παπα

παπα

ayay

axax
 

Тоді вершини трикутника ABC  матимуть координати: 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=′=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=′==′=

3
2cos,

3
2cos,cos 221100

παπαα axxaxxaxx , 

.
3

2sin,
3

2sin,sin 2100 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +==′=

παπαα bybyby
a
by  

   Площа трикутника ABC  дорівнює  

||
2
1

0202

0101
max yyxx

yyxx
S

−−
−−

= . 

або 

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

= |
sin

3
2sincos

3
2cos

sin
3

2sincos
3

2cos
|

2
1

max

απααπα

απααπα

ba

ba
S   

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−

= |

3
cos

3
sin2

3
sin

3
sin2

3
cos

3
sin2

3
sin

3
sin2

|
2 παππαπ

παππαπ
ab  

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−

= |

3
cos

3
sin

3
cos

3
sin

|
3

sin
2

4 2

παπα

παπα
πab  

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅=

3
sin

3
cos

3
cos

3
sin

4
32 παπαπαπαab  

abab
4

33
3

2sin
2

3
==

π . 
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Оскільки найбільша площа не залежить від α , це означає, 
що задача має нескінченно багато розв’язків.   
   Враховуючи, що площа рівностороннього трикутника, 

вписаного в коло радіуса a , дорівнює 2

4
33 a , вираз для 

maxS  можна одержати і так: ab
a
baS

4
33

4
33 2

max =⋅= . 

   5.48 Скористаємось результатами попередньої задачі. 
Сума квадратів сторін трикутника найбільшої площі, впи-
саного в еліпс є: 

( ) ( ) ( ) ( ) +−+−+−+−=++ 2
02

2
02

2
01

2
01

222 yyxxyyxxBCACAB  

( ) ( ) +⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=−+−+

2
22

21
2

21 cos
3

2cos απαayyxx  

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

2
2

2
2 cos

3
2cossin

3
2sin απααπα ab  

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+

2
2

2
2

3
2cos

3
2cossin

3
2sin παπααπα ab  

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

3
sin

3
sin4

3
2sin

3
2sin 222

2
2 παππαπα ab  

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

3
sin

3
sin4

3
cos

3
sin4 222222 παππαπ ab  

=++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+ απαππαπ 222222222 cos

3
2sin4sin

3
2sin4

3
cos

3
sin4 bab  

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += απαπα 2222 sin

3
sin

3
sin3a  

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++ απαπα 2222 cos

3
cos

3
cos3b  
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+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−= απαπα 2cos

3
22cos

3
22cos3

2
3 2a  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−+ απαπα 2cos

3
22cos

3
22cos3

2
3 2b . 

Але 

+=+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

3
2cos2cos22cos

3
22cos

3
22cos πααπαπα  

02cos2cos2cos
2
12cos22cos =+−=+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=+ ααααα , 

тому  

( ) constbabaBCACAB =+=⋅+⋅=++ 2222222

2
93

2
33

2
3 , 

що і треба було довести. 
   5.49 Введемо на площині прямокутну декартову систе-
му координат, в якій рівняння параболи набуде виду 

2axy = . Нехай коло з центром в точці ( )00 , yx  радіуса R  
перетинає параболу в чотирьох точках. Рівняння цього ко-
ла можна записати у виді 022 0

2
0

2 =+−+− myyyxxx , де 
22

0
2
0 Ryxm −+= . Для знаходження точок перетину кола з 

параболою потрібно розв’язати систему: 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=+−+−

.

,022
2

0
2

0
2

axy

myyyxxx
 

Виключаючи із цієї системи y , приходимо до рівняння: 
( ) 0221 0

2
0

42 =+−−+ mxxxayxa . 
За умовою це рівняння має чотири різних корені 

4321 ,,, xxxx , причому за теоремою Вієта 
04321 =+++ xxxx . 

   Нехай тепер ( ) ( ) ( ) ( )44332211 ,,,,,,, yxNyxMyxByxA  – то-
чки перетину кола з параболою. Знайдемо кутовий коефі-
цієнт k  прямої, що проходить через точкиM іN : 
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( ) ( )34
34

2
3

2
4

34

34 xxa
xx
xxa

xx
yyk +=

−
−

=
−
−

= . Але ( )2134 xxxx +−=+ , 

отже ( )21 xxak +−=  і ніяк не залежить від радіуса кола і від 
координат його центра. Звідси очевидним чином випливає 
твердження задачі.     
   5.50 Очевидно 

( ) ( )++++=+++ 22222222

2
1

2
1 OCOBOBOAODOCOBOA  

( ) ( )≥++++ 2222

2
1

2
1 OAODODOC   

≥⋅+⋅+⋅+⋅≥ OAODODOCOCOBOBOA  
SSSSS DOACODBOCAOB 22222 =+++≥ , 

причому рівності досягаються тільки при 
 ODOCOBOA ===  і  DOACODBOCAOB ∠=∠=∠=∠ , 
що означає, що діагоналі AC  і BD  чотирикутника ABCD  
рівні, перпендикулярні і діляться в точці їх перетину O  
навпіл, тобто ABCD  – квадрат з центром O .   
   5.51 Нехай ABCD  – трикутна піраміда, 1M , 2M , 3M , 

4M , 5M , 6M  – середини ребер CDBDBCADACAB ,,,,,  
відповідно. Якщо об’єм піраміди ABCD  дорівнює V , то 
об’єм кожної з пірамід ,, 541321 MMBMMMAM  

653642 , MMDMMMCM  в силу подібності дорівнює V
8
1 . 

Тому об’єм многогранника 654321 MMMMMM  дорівнює 

VVV
2
1

8
14 =⋅− , отже, відношення об’ємів многогранника 

і піраміди дорівнює 
2
1 . 

   5.52 Введемо прямокутну декартову систему координат 
так, щоб одна з мимобіжних прямих сумістилася з віссю 
Ox , а інша – із прямою lz = , розташованою в площині 
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Oyz . Нехай один з кінців даного відрізка AB , що має дов-
жину a , ковзає вздовж осі Ox , а іншій – вздовж прямої 

lz =  в площині Oyz : ).,,0(),0,0,( lyBxA BA  Оскільки дов-
жина відрізка AB  залишається сталою і рівною a , то 

                               
2222 alyx BA =++                                   (5.3) 

   Нехай ),,( zyxM  середина відрізка AB . Тоді 

,
2
Axx = ,

2
Byy =  

2
lz = . Підставляючи xxA 2=  і yyB 2=  в 

рівняння (5.3), дістаємо  
2222 44 alyx =++ . 

Отже, координати середини відрізка AB  задовольняють 
системі: 

                                   

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

−
=+

.
2

,
4

22
22

lz

layx
                            (5.4)  

Навпаки, якщо координати точки задовольняють системі 
рівнянь (5.4), то вона є серединою відрізка АВ. 
   Таким чином, шукане геометричне місце визначається 
системою рівнянь (5.4) і являє собою коло радіуса 

2

22 la − , розташоване в площині, яка паралельна до даних 

мимобіжних прямих. Центр кола збігається з серединою 
спільного перпендикуляра до цих прямих. 
   5.53 Виберемо прямокутну декартову систему коорди-
нат Oxyz  так, щоб вершина S  піраміди сумістилася з по-
чатком координат, а точки CBA ,,  опинилися на осях 

OzOyOx ,,  відповідно: ( )0,0,0S , ( )0,0,AxA , ( )0,,0 ByB , 
( )CzC ,0,0 . 

   Нехай ),,( zyxM  – довільна точка, що задовольняє умову: 

                           
2222 3MSMCMBMA =++ .                    (5.5) 
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Тоді 
( ) ( ) ( ) =−++++−++++− 222222222

CBA zzyxzyyxzyxx  
222 333 zyx ++= , 

або після перетворення 

             0
222

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − C

C
B

B
A

A
zzzyyyxxx .           (5.6)  

Отже, координати точки ( )zyxM ,,  задовольняють рів-
нянню площини (5.6). Навпаки, довільна точка площини 
(5.6) задовольняє співвідношенню (5.5). Таким чином, шу-
кана множина є площина з нормальним вектором 

},,{ CBA zyxn =
r , що проходить через точку ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
,

2
,

2
CBA zyx  

(ця площина проходить через середину діагоналі прямоку-
тного паралелепіпеда, побудованого на векторах 

SCSBSA ,, , перпендикулярно до цієї діагоналі). 
   5.54 Позначимо cSCbSBaSA === ,, , α=∠SAB , 

β=∠SAC , γ=∠BAC . Таким чином, acb =+ , 
2222 , caACbaAB +=+= , 22 cbBC += . Тоді 

22
sin

ba
b
+

=α , 
22

cos
ba

a
+

=α , ,sin
22 ca

c
+

=β  

22
cos

ca
a
+

=β . Оскільки обидва кути α  і β  менші 45о, 

то βα +  гострий кут і  

( ) +
+⋅+

=+=+
2222

sincoscossinsin
caba

abβαβαβα  

( )
222222222222 caba

cba
caba

acab
caba

ac
+⋅+

+
=

+⋅+

+
=

+⋅+
+ . 

Або 

( )
2222

2

sin
caba

a
+⋅+

=+ βα . 
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   За теоремою косинусів: 
γcos2222 ACABACABBC ⋅−+= , звідки 

( )
2222

222222222

22
cos

caba
cbcaba

ACAB
BCACAB

+⋅+

+−+++
=

⋅
−+

=γ , 

тобто 

2222

2

cos
caba

a
+⋅+

=γ . 

   Як бачимо, ( ) γβα cossin =+ ; звідси зразу випливає, що 
°=++ 90γβα , що і потрібно було довести.  

   5.55 Очевидно, площа проекції складається з площ про-
екцій трьох непаралельних граней. Нехай ребра паралеле-
піпеда утворюють з нормаллю до площини проекції кути 

γβα ,, ; такі ж кути складають грані паралелепіпеда з 
площиною проекції. γβα cos,cos,cos  можна вважати на-
прямними косинусами вектора нормалі до площини проек-
ції в базисі, складеному з векторів, що співпадають з реб-
рами паралелепіпеда, які виходять з однієї вершини, тому 

1coscoscos 222 =++ γβα , 
а площа проекції дорівнює βαγ coscoscos acbcab ++ . 
Використавши нерівність Коші-Буняковського, маємо 

≤++ βαγ coscoscos acbcab  

( ) ( ) ( )( )( ) =++++≤ γβα 222222 coscoscosacbcab  

( ) ( ) ( )222 acbcab ++= . 

Причому рівність досягається, якщо 
βαγ coscoscos

acbcab
== , 

або βαγ coscoscos bac == . Остаточно: площа проекції 

найбільша і дорівнює ( ) ( ) ( )222 acbcab ++ , якщо 
cba 1:1:1cos:cos:cos =γβα . 

   5.56 Спочатку виведемо рівняння площини, яка дотика-
ється до даного еліпсоїда в точці ( )000 ,, zyx . Еліпсоїд зада-
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ється рівнянням ( ) 0,, =zyxF , де ( ) 1,, 2

2

2

2

2

2

−++=
c
z

b
y

a
xzyxF . 

Оскільки 2

2
a

xFx =′ , 22

2,2
c

zF
b

yF zy =′=′ , то рівняння дотич-

ної площини запишеться у виді: 

( ) ( ) ( ) 0
222

02
0

02
0

02
0 =−+−+− zz

c
z

yy
b
y

xx
a
x

, 

або 12
0

2
0

2
0 =++

c
zz

b
yy

a
xx

. Ця площина перетинає координа-

тні осі в точках ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

0

2

0

2

0

2

,0,0,0,,0,0,0,
z
c

y
b

x
a . Вва-

жаючи, що точка дотику лежить в першому октанті, знахо-
димо об’єм піраміди, яка відтинається дотичною площи-
ною від координатного кута: 

000

222

6
1

zyx
cbaV = , тоді  2

0

2

2
0

2

2
0

2
2222

36
1

z
c

y
b

x
acbaV = . 

В силу нерівності Коші  

27
1

3
1

3

2

2
0

2

2
0

2

2
0

2

2
0

2

2
0

2

2
0 =⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++≤

c
z

b
y

a
x

c
z

b
y

a
x . 

Тоді  
2222222

4
327

36
1 cbacbaV =⋅≥ , 

причому рівність досягається, якщо 
c
z

b
y

a
x 000 == , тобто 

коли 
3

,
3

,
3 000

czbyax === . Отже abcV
2
3

min = .   

   5.57 Введемо прямокутну декартову систему координат, 
в якій еліпсоїд матиме канонічне рівняння  

12

2

2

2

2

2

=++
c
z

b
y

a
x , 
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і нехай ( )000 ,, zyxM  – деяка точка поза еліпсоїдом. Розгля-
немо одну з дотичних, проведених із точки M  до еліпсої-
да; нехай ( )ZYXN ,,  – точка дотику. Зрозуміло, що ця до-
тична лежить в площині, яка дотикається до еліпсоїда в 
точці N  і проходить через току M . Але рівняння площи-
ни, дотичної до еліпсоїда в точці N  має вид (див. 
розв’язок попередньої задачі): 

1222 =++
c
Zz

b
Yy

a
Xx . 

Враховуючи, що ця площина проходить через точку M , 
приходимо до рівності  

12
0

2
0

2
0 =++

c
Zz

b
Yy

a
Xx , 

якій, очевидно, будуть задовольняти координати ZYX ,,  
будь-якої точки дотику, якщо тільки дотична проведена із 
точки M . Але дане рівняння відносно ZYX ,,  є рівнянням 
площини.  
   5.58 Позначимо через S  площу трикутника ABC  і через 
H  висоту призми, тоді її об’єм SHV = . Площина EFB1  
перетнеться з площиною грані 11 AABB  по прямій EB1 , а з 
площиною грані 11 AACC  – по прямій LF , які перетнуться 
з продовженням ребра 1AA  в деякій точціK , а з площиною 
грані CCBB 11  вона перетнеться по прямій BL , з площиною 
грані ABC  – по прямій EF , які перетнуться з продовжен-
ням ребра BC  в деякій точці M  (див. рисунок 5.22а).   
Очевидно 1AAAK = , а в силу подібності трикутників 

AFK  і FLC  13
1 AALC = ; тому висота піраміди LCFM               

дорівнює H
3
1 .  
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                 Рисунок 5.22а                               Рисунок 5.22б 
                                         
   Проведемо в трикутнику ABC  середню лінію EN  (див. 

рисунок 5.22б) . Площа трикутника EFN  дорівнює S
8
1 , 

оскільки його основа EN  становить половину BC , а висо-
та – четверту частину висоти трикутника ABC , проведеної 
до сторони BC . Трикутники FCM  і EFN , очевидно, рів-

ні, тому площа трикутника FCM  теж рівна S
8
1 . Тоді 

площа трикутника BEM дорівнює площі трапеції BCNE , 

яка становить S
4
3 . Таким чином, об’єм піраміди BEMB1  

дорівнює VSH
4
1

4
3

3
1

=⋅ . Віднімемо від цього об’єму 

об’єм піраміди LCFM , який дорівнює VSH
72
1

8
1

3
1

3
1

=⋅⋅ , і 

одержимо об’єм многогранника BEFLB1 : 

VVV
72
17

72
1

4
1

=− . Отже, площина EFB1  ділить об’єм  

призми у відношенні: 
17
55

72
17

72
17

=
−

V

VV
. 
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   5.59 Нехай радіус кулі дорівнює R см, а радіус циліндра – 
r см. Розглянемо переріз утвореного тіла площиною, що 
проходить через вісь циліндра і введемо на цій площині 
прямокутну декартову систему координат, прийнявши вісь 
циліндра за вісь Ox  і вибравши початок координат в 
центрі циліндра. Об’єм V частини кулі, що залишилась до-
рівнює: 

( ) ( ) ( )36693262 22222
3

0

22 −−=−−=−−= ∫ rRrRrdxxRV πππππ . 

Врахуємо, що 922 =− rR , тоді π36=V  см3. 
   5.60 Нехай тор одержується обертанням кола 

( ) 222 Rdyx =−+  навколо осі OX  ( Rd > ); тоді його об’єм 
дорівнює 

( ) ( ) =−−−−+= ∫∫
−−

R

R

R

R

dxxRddxxRdv
2

22
2

22 ππ  

( ) ( ) =−=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−−−+= ∫∫

−−

R

R

R

R

dxxRddxxRdxRd 22
2

22
2

22 4ππ  

22
2

2

22 2cos4
sin

dRdttdR
tRx

заміна
ππ

π

π

==
=

= ∫
−

. 

   6.1 Зауважимо, що x  не може бути кратним трьом, оскі-
льки тоді права частина рівності ділилась би на 3, а права – 
ні. Отже 13 ±= kx , тоді ( ) +±=−±=− kkykyx 693133 22222  

231 y−+  і ми приходимо до рівності 16369 22 =−± ykk , 
яка не виконується ні при яких цілих k  і y . 
   6.2 Припустимо, що при деяких раціональних cba ,,  
виконана рівність 
                                     ( ) 022 323 =++ cba .                     (6.1)  
Домноживши цю рівність на 3 2 , одержуємо  

0242 33 =++ cba . 



 186

Підставимо сюди 
a

cb +
−=

3
3 24  (що випливає із (6.1)): 

( ) 0222 3
3

=+
+

− c
a

cbba , або 0222 3322 =+−− acbcba . 

Звідси 2

2
3 22

bac
abc

−
−

= , що неможливо, оскільки 3 2  – ірра-

ціональне число, а в правій частині рівності стоїть число 
раціональне. Таким чином, 3 2  не може бути коренем ква-
дратного рівняння з раціональними коефіцієнтами. 
   6.3 Очевидно, потрібно довести, що дискримінант не 
може бути точним квадратом. Нехай 12 += ma , 

12,12 +=+= kcnb . Тоді  
( ) ( )( ) =++−+=−= 12124124 22 kmnacbD  

( ) =+++−++= 12244144 2 kmmknn  
( ) 3224448816144 22 −−−−+=−−−−++= kmmknnkmmknn . 

Врахуємо, що nn +2  – число парне, нехай lnn 22 =+ .    
Таким чином, 

( ) ( ) 38328322424 −=−−−−=−−−−= pkmmklkmmklD . 
Одержане число – непарне, воно може бути квадратом 
тільки непарного числа. Нехай ( ) 14412 22 ++=+= qqqD , 
отже 14438 2 ++=− qqp , або ( ) 448 2 =+− qqp . Остаточно 

( ) 12 2 =+− qqp . Враховуючи, що qq +2  – число парне, ба-
чимо, що дана рівність неможлива, що і доводить твер-
дження. 
   6.4 Коренем рівняння не може бути ціле непарне число, 
оскільки при непарному x  квадратний тричлен  

qpxx 222 ++  приймає непарне значення і тому не може 
обертатись в нуль. 
   Коренем даного рівняння не може бути і ціле парне чис-
ло. Дійсно, якщо x  парне, то pxx 22 +  ділиться на 4, а q2  
при діленні на 4 дає остачу 2. Отже qpxx 222 ++  при ді-
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ленні на 4 теж дає остачу 2 і тому не може дорівнювати 
нулю. 
   Коренем цього рівняння не може бути дробове раціона-
льне число. Дійсно, рівняння можна записати у виді 
( ) qppx 222 −=+ . Якщо x  – дробове раціональне число, 
то px +  теж дробове раціональне число і його квадрат не 
може дорівнювати цілому числу qp 22 − .  
   6.5 Позначимо 32 +=x , тоді 6252 +=x . Звідси 

6252 =−x  і, піднісши до квадрата, отримуємо 
242510 24 =+− xx . Остаточно 

0110 24 =+− xx , 
це і є шукане рівняння. 
   6.6 Якщо ( )00 , yx  – розв’язок першого рівняння, тобто 

nyx =+ 2
0

2
0 , то ( )11, yx , де 001001 , yxyyxx −=+= , буде 

розв’язком другого рівняння:  
( ) ( ) ( ) nyxyxyxyx 22 2

0
2
0

2
00

2
00

2
1

2
1 =+=−++=+ . 

   І навпаки, якщо ( )11, yx  – розв’язок другого рівняння, то 
із рівності nyx 22

1
2
1 =+  випливає, що числа 1x  і 1y  мають 

однакову парність. Тоді ( )00 , yx , де 

2
,

2
11

0
11

0
yxyyxx −

=
+

=  (зауважимо, що це цілі числа), 

буде розв’язком першого рівняння: +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=+
2

112
0

2
0 2

yxyx  

nyxyx
=

+
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+
22

2
1

2
1

2
11 .  

   Побудована таким чином відповідність між роз’язками 
двох рівнянь є взаємно однозначною, оскільки очевидно, 
що різним розв’язкам одного з рівнянь відповідають різні 
розв’язки іншого. Отже ці рівняння мають однакову кіль-
кість розв’язків в цілих числах. 
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   6.7 Нехай всі корені рівняння дійсні; позначимо їх 
saa ,,1 K  ( saa <<K1 ), а їх кратності skk ,,1 K  

( 51 =++ skk K ). Нехай ( ) cbxaxxxf +++= 345 . Якщо 1>ik , 
то ia  – корінь ( )xf ′  кратності 1−ik , так що сума кратнос-
тей коренів ( )xf ′ , які містяться серед saa ,,1 K  дорівнює 

s−5 . Крім того, ( )xf ′  має корінь ib , який знаходиться 
між ia  і 1+ia  ( всього не менше, ніж 1−s  таких коренів ), і 
якщо хоча б один корінь ib  кратний, то сума кратностей 
коренів ( )xf ′  буде не менше, ніж ( ) 55 =+− ss , що немо-
жливо оскільки ( )xf ′  многочлен четвертого степеня. От-
же, всі кратні корені ( )xf ′  містяться серед saa ,,1 K . З дру-
гого боку, 0 – корінь ( )xf ′  кратності 2 і не корінь ( )xf  – 
суперечність. Таким чином, рівняння має хоча б один ком-
плексний корінь bia + , де 0≠b . Але тоді і bia −  – теж 
корінь цього рівняння. 
   6.8 Якщо 0== BA , тобто 022 =+ BA , то рівняння 

014 =+x  не має дійсних коренів. Якщо ж 0,1 == BA , 
тобто 122 =+ BA , рівняння 0134 =+++ xxx  має очевид-
ний дійсний корінь 1−=x . Отже, існує ( ]1,00 ∈S  таке, що 
при 0

22 SBA <+  рівняння не має дійсних коренів, а при 

0
22 SBA =+  вони з’являються. Зауважимо, що дане рів-

няння може мати тільки парну кількість дійсних коренів, 
оскільки в силу симетричності разом з коренем 0x  воно 

має також корінь 
0

1
x

. З другого боку, в силу неперервної 

незалежності коренів рівняння від його коефіцієнтів, при 
0

22 SBA =+  у рівняння не можуть з’явитися зразу два різ-
них дійсних корені. Це приводить до висновку, що при 
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0
22 SBA =+  рівняння матиме один кратний дійсний ко-

рінь 0x , тобто 
0

0
1
x

x = , звідси 10 =x , або 10 −=x . 

   Якщо 10 =x  є коренем рівняння, то із рівності 
011 =++++ ABA  маємо 22 −−= AB  і тоді  

( )
5
4

5
4548522

2
22222 +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=++=−−+=+ AAAAABA . 

Як видно, в цьому випадку найменше значення суми 22 BA +  

досягається при 
5
4

−=A , тоді 
5
2

−=B , і дорівнює 
5
4 . 

   Якщо ж 10 −=x  є коренем рівняння, то аналогічно одер-
жуємо, що найменше значення суми 22 BA +  досягається 

при 
5
4

=A , 
5
2

−=B  і теж дорівнює 
5
4 .  

   Таким чином, найменше значення суми 22 BA + , при 
якому рівняння 01234 =++++ AxBxAxx  має дійсні ко-

рені, дорівнює 
5
4 . 

   6.9 Як і в попередній задачі одержуємо, що найменше 
значення суми 22 BA + , при якому рівняння  

010061006 234 =+−−− AxBxAxx  має дійсні корені, дорі-

внює 
5

20122

. 

   6.10 При 1−<x  маємо: 
2

2 xx −= , або x
x

−=
+

2
1

2 , що 

неможливо, оскільки 1
2

122 2
1

2
1

<=<
−+x

, а 1>− x . При 

1>x  одержуємо:  
2

2 xx =−  , або x
x
=

−
2
1

2 .    Але при 1>x   
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122 2
1

2
1

<<
−−x

, рівність теж неможлива. 

   Якщо 11 ≤≤− x , то одержуємо рівняння 
2

12 =− x , звід-

ки 
2
1

=x  і 
2
1

±=x  – шукані корені рівняння. 

   6.11 Зробимо наступні перетворення:  
⇔++=++++ 12112)1( 2 xxxx  

( ) ⇔+=++⇔ 22
)1(11 xx )1(11 +±=++ xx . 

З рівняння xx =+1  отримаємо 
⎩
⎨
⎧

≥
=−−

0
,012

x
xx

, звідки 

2
51+

=x . Друге рівняння 21 −−=+ xx  розв’язків не 

має, оскільки не має розв’язків система 
⎩
⎨
⎧

≥−−
≥+

02
,01

x
x

. 

   6.12 Запишемо рівняння у виді  
24212 224 +−=++ xxxx , або ( ) 222 )1(21 −=+ xx . Звідси 

отримуємо два квадратні рівняння )1(212 −±=+ xx . Одне 
з них, а саме 02122 =++− xx , не має коренів, а друге 

02122 =−++ xx  має два корені  

2
2242

2,1
−±−

=x . 

   6.13 При 0≤a  розв’язків, очевидно, немає. При 0>a  

перепишемо рівняння у виді a
x
e x

=2  і дослідимо функцію 

( ) 2−= xexf x . Маємо ( ) ( ) 32 −−=′ xxexf x , звідки видно, що 
( )xf  зростає від 0  до ∞+  на проміжку ( )0,∞− , спадає 

від ∞+  до 
4

2e  на проміжку ( ]2,0  і зростає від 
4

2e  до ∞+  
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на [ )∞+,2 . Таким чином, при
4

0
2ea <<  рівняння має 

один корінь, при 
4

2ea =  – два корені і при 
4

2ea >  – три 

корені. 
   6.14 Запишемо рівняння у виді axx −=− 55  і розгляне-
мо функцію ( ) xxxf 55 −= .  

( ) ( )( )( )111555 24 +−+=−=′ xxxxxf ; звідси видно, що 
( )xf  зростає від ∞−  до 4 на проміжку ( ]1, −∞− , спадає 

від 4 до -4 на проміжку [ ]1,1−  і знову зростає від -4 до ∞+  
на [ )∞+,1 . Отже, при 4>a  рівняння має один корінь, 

при 4=a  – два корені і при 4<a  – три дійсних корені. 

   6.15 Застосуємо формулу, яку легко вивести: 
( )

α
ααα 2

2

31
33

tg
tgtgtg

−
−

= . 

Отже, ( )
02

020
0

2031
2032060

tg
tgtgtg

−
−

= , або ( ) 3
2031

20320
02

020

=
−

−
tg

tgtg , 

що після піднесення до квадрата і домноження на знамен-
ник лівої частини, приводить до рівності:  

( ) ( )20220202 2031320320 tgtgtg −=− , що і треба було довести. 
   6.16 Легко впевнитись, що значення x , при яких 

0
9

sin =
xπ  не задовольняють рівнянню, тому вважаємо, що 

0
9

sin ≠
xπ  і домножимо обидві частини рівняння на 

9
sin2 xπ .  

Одержимо: 

⇔=⋅⇔=⋅⋅
9

sin
2
1

9
4cos

9
4sin

9
sin

4
1

9
4cos

9
2cos

9
2sin xxxxxxx πππππππ  

⇔=⋅⇔=−⇔=⇔ 0
2

cos
18
7sin20

9
sin

9
8sin

9
sin

9
8sin xxxxxx ππππππ  
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0
18
7sin =⇔

xπ  або Nnnxx
∈=⇔= ,

18
70

2
cos πππ , або 

7
18,

22
nxNkkx

=⇔∈+= πππ , або Nknkx ∈+= ,,21 . 

   6.17 Доведемо, що функція 
( ) 16465 234 −−++= xxxxxf  приймає значення 0 рівно в 

двох точках. Для цього дослідимо похідну функції  
( ) ( ) ( )142412154 223 −+=−++=′ xxxxxxf . 

При ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−∞−∈

4
1,22, Ux  ( ) 0<′ xf , а при ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∞+∈ ,

4
1x  

( ) 0>′ xf . Тому функція ( )xf  спадає на інтервалі ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∞−

4
1,  

і зростає на інтервалі ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∞+,

4
1 . Оскільки ( ) 010 >−f , 

( ) 010 >f  і ( ) 00
4
1

<<⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ff , то на кожному із двох вказа-

них інтервалів функція ( )xf  один раз приймає значення 0, 
а рівняння ( ) 0=xf  має рівно два розв’язки. 
   6.18 Позначимо 
 ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )axcxcxbxbxaxxf −−+−−+−−= . Не обме-
жуючи загальності можна вважати, що cba ≤≤ . Якщо 

ba =  чи cb = , то ( ) ( )( ) 0=−−= cbabbf . Якщо ж 
cba << , то ( ) 0<bf  і ( ) 0>af . В силу неперервності фу-

нкції ( )xf  існує ( )bax ,0 ∈  таке, що ( ) 00 =xf . 

   6.19 Розглянемо функцію ( ) 1
2
1 2 −++= −− xexexf xx ; за-

уважимо, що ( ) 00 =f . ( ) ( )xxxx exxexeexf −−−− −=+−−=′ 1 ; 
очевидно ( ) 00 =′f  і ( ) 0>′ xf  при 0≠x . Звідси випливає, 
що рівняння ( ) 0=xf  має єдиний дійсний корінь 0=x . 
   6.20  Позначимо tx =2 , тоді 
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( ) ( ) ( ) 521532 232 −−−+−== − etttetxf tϕ ,  0≥t ; 
( ) ( ) ( )( )( )321261162 2232 −−−−=−+−−=′ −− tttetttet ttϕ . Та-

ким чином, ( ) 0>′ tϕ  при [ ) ( )2,11,0 U∈t  і ( ) 0<′ tϕ  при 
( ) ( )∞+∈ ,32,1 Ut . Точки 3,1 == tt  – точки максимуму, 
2=t  – точка мінімуму, причому ( ) ( ) ( ) ,02,01,00 <>< ϕϕϕ   

( ) 03 <ϕ . Тому ( )tϕ при 0≥t  обертається в нуль двічі – при 
( )1,0∈t  і при ( )2,1∈t , а функція ( )xf  відповідно має 4 

нулі. 

   6.21 Нехай ( ) ∑
=

=
n

k

k

k
xxf

2

0 !
. Зауважимо, що ( ) ,lim +∞=

−∞→
xf

x
 

а також ( ) +∞=
+∞→

xf
x
lim , звідси випливає, що існує точка 

0x , в якій ( )xf  досягає свого найменшого значення. Якщо 
припустити, що рівняння ( ) 0=xf  має дійсні корені, то 

зрозуміло, що ( ) 00 ≤xf . Враховуючи, що ( ) ∑
−

=

=′
12

0 !

n

k

k

k
xxf  і 

( ) 00 =′ xf  (зауважимо, що 00 ≠x ), маємо  

( ) ( ) ( ) 0
!2

2
0

00 ≤=′−
n

x
xfxf

n

, 

що неможливо при 00 ≠x , чим твердження і доведено. 
   6.22 Очевидно ( )( ) =+−+− 43322 2424 yyxx  

( )( ) 7
4
722

4
7

2
3212

2
222 =⋅⋅≥⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+−= yx . 

Причому рівність досягається тільки при 12 =x  і 
2
32 =y . 

Таким чином, на площині одержуємо чотири точки: 
( ) ( )23,1,23,1 − , ( ) ( )23,1,23,1 −−−  .    
   6.23   Нехай   ( ) nn

nn axaxaxaxP +++= −
−

1
1

10 ... ,   
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nkak ,...,0,0 =≥ , 0
0

>∑
=

n

k
ka . Задане рівняння можна запи-

сати у виді 
                  0... 1

1
1

10 =−++++ +
−

− n
nn

nn xaxaxaxa .        (6.2) 
Розглянемо функцію 
 ( ) 11

1
2

10 −++++= +
−

n
n

n
n tatatatatf K . Оскільки ( ) 010 <−=f , 

( ) ( ) 0,012 10 >>++++=′ ttantaatf n
nK  і ( ) +∞=

+∞→
tf

t
lim , то 

зрозуміло, що існує і притому єдине 00 >t  таке, що 
( ) 00 =tf , тобто  

01... 1
001

2
0100 =−++++ +

−
n

n
n

n tatatata . 
Поділимо цю рівність на 01

0 ≠+nt : 

01111
1

00
11

0
1

0
0 =−++++ +−− nnnnn t

a
t

a
t

a
t

a K . 

Звідси видно, що 01

0
0 >=

t
x  – єдиний корінь рівняння 

(6.2). Отже, вказане рівняння має на проміжку ( )∞+,0    
рівно один корінь. 
   6.24 Додавши всі рівняння системи, маємо 

( )( ) nn aaaxxxn +++=++++++ KKK 212121 , 

тобто ( )
( )1

2 21
21 +

+++
=+++

nn
aaaxxx n

n
K

K . Віднімаючи від 

k -го рівняння ( )1+k -е (при nk =  від n -го віднімаємо пе-
рше), одержимо 

121 +−=−+++ kkkn aanxxxx K . 

Звідси  ( )
( ) 1,,2,1,

1
2 1

2
21 −=

−
−

+
+++

= + nk
n
aa

nn
aaax kkn

k K
K , 

( )
( ) n

aa
nn

aaax nn
n

1
2

21

1
2 −

−
+

+++
=

K  . 
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   6.25 Першу рівність піднесемо до квадрата: 

12
11

2 =+ ∑∑
≤<≤= nji

ji

n

i
i xxx  і віднімемо від другої, домноженої на 

n : ( ) 021
11

2 =−− ∑∑
≤<≤= nji

ji

n

i
i xxxn , або ( ) 0

1

2 =−∑
≤<≤ nji

ji xx . Звідси 

n
xxx n

1
21 ==== K . 

   6.26 Очевидно 12,,2,1,1 −=≤ nixi K . Якщо припусти-
ти, що 11 =x , то 0,1,,1,0 11232 ==== − xxxx nK  – супереч-
ність, отже 11 ≠x . Аналогічно доводимо, що 11 −≠x  і 

01 ≠x .  
   Нехай 10 1 << x , тоді 12,,3,2,10 −=<< nixi K . Якщо 
припустити, що 21 xx < , то 32

2
2

2
1 11 xxxx >⇒−>− ; анало-

гічно 5443 , xxxx ><  і т.д. 211121222 , xxxxxx nnn >⇒<> −−− – 
суперечність. Аналогічно доводиться, що нерівність 

21 xx >  теж не може виконуватись. Таким чином, 

1221 −=== nxxx K . Розв’язавши рівняння xx =− 21 , одер-

жуємо 
2

51+−
=ix .  

   Припустивши, що 01 1 <<− x , одержуємо 10 2 << x . Але 
тоді 12,,3,2,10 −=<< nixi K  і із останнього рівняння 
системи маємо 10 1 << x , що неможливо. 
   Залишається можливість 11 −<x . Якщо припустити, що 

1x  таке, що при якомусь k  виконається умова 01 <<− kx , 
то починаючи з цього номера нерівність 01 <<− ix  вико-
нується для всіх i . Зокрема, з останнього рівняння системи 
одержимо 01 1 <<− x , що суперечить припущенню. Отже 

1−<ix  при всіх i . Тоді, як і вище легко одержати, що ix  
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всі рівні між собою. Із рівняння xx =− 21  одержуємо, що 

2
51−−

=ix .  

   Остаточно, розв’язками системи є: 

2
51

1221
+−

==== −nxxx K  та 
2

51
1221

−−
==== −nxxx K . 

   6.27 Оскільки сума лівих частин нерівностей дорівнює 
нулю, то ми маємо справу з системою рівнянь: 

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=+−
=+−
=+−

=+−
=+−

−

−−

.02
,02

,02
...............

,02
,02

21

11

12

432

321

aaa
aaa

aaa

aaa
aaa

n

nn

nnn

 

Із цієї системи одержуємо: 
1211342312 aaaaaaaaaaaa nnn −=−=−==−=−=− −K . 

Таким чином, ia  утворюють арифметичну прогресію, в 
якій 1a  є першим і одночасно 1+n -м членом. Це означає, 
що різниця такої прогресії дорівнює нулю, тому 

naaa === ...21 , що і вимагалось. 

   6.28 Зробимо заміну niy
x i

i

,,2,1,1
K== ; одержимо си-

стему:  

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

+=
+=

+=
+=

−

−−

.2
,2

..............
,2
,2

11

21

312

21

yyy
yyy

yyy
yyy

nn

nnn

n
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Ця система еквівалентна системі, розглянутій при 
розв’язуванні задачі 6.25, отже nyyy === ...21 . Тому 
розв’язки початкової системи мають вид: 

axxx n ==== ...21 , де 0≠a . 
 
   6.29  Визначник системи 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

−

−

−

=Δ
2
1

2
1...

............

...
2
1

...
2
1

21

22221

11211

P

aaa

aaa

aaa

nnnn

n

n

, 

де 

( )

λ

λ
λ

λ

−

−
−

=

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

P

...
............

...

...

21

22221

11211

, 

або ( ) ( ) n
nnn bbP +++−= − ...1 1

1λλλ , де nibi ,,2,1, K=  – 

цілі. Якщо б ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
1P  дорівнював нулю, тобто 

( ) 0
2
1

2
11 11 =+++− − nnn

n bb K , то домноживши цю рівність 

на n2 , одержали б 
( ) ( ) 0212...221 2

2
1 =+−=++++− Nbbb n

n
nn , 

що неможливо, бо N  – ціле. Тому 0≠Δ  і система має 
єдиний розв’язок  021 ==== nxxx K . 
   6.30 Нехай A  і ∗A  – відповідно матриця і розширена 
матриця  даної лінійної системи, тобто 
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⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−

=

321

12

13

23

0
0

0

aaa
aa

aa
aa

A ,     

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−

=∗

caaa
baa
baa
baa

A

321

312

213

123

0
0

0

. 

Обчислимо всі мінори третього порядку матриці A : 

( )
3 2

3
1 3 1

2 1

0
0 0

0

a a
a a
a a

−
Δ = − =

−
, ( ) ( )

3 2
3 2 2 2

2 3 1 3 1 2 3

1 2 3

0
0
a a

a a a a a a
a a a

−
Δ = − = + + , 

( ) ( )
3 2

3 2 2 2
3 2 1 2 1 2 3

1 2 3

0
0

a a
a a a a a a
a a a

−
Δ = − = − + + , 

( ) ( )
3 1

3 2 2 2
4 2 1 1 1 2 3

1 2 3

0
0

a a
a a a a a a
a a a

−
Δ = − = + + . 

Знайдемо також визначник розширеної матриці даної лі-
нійної системи: 

( ) ( ) ( ) ( ) =+−+−=
−

−
−

= 3
1

3
23

3
32

3
41

321

312

213

123

0
0

0

ΔΔΔΔΔ cbbb

caaa
baa
baa
baa

 

( )( )2
3

2
2

2
1332211 aaabababa ++++−= . 

   Розглянемо такі випадки: 
   1) Нехай 1 2 3 0a a a= = = , тобто 2 2 2

1 2 3 0a a a+ + = . Тоді, як-
що всі числа 1 2 3, , ,b b b c  дорівнюють нулю, то дана система 
є сумісною і невизначеною (тобто має безліч розв’язків). 
   Якщо ж хоча б одне із чисел 1 2 3, , ,b b b c  відмінне від нуля, 
тобто виконується умова 2 2 2 2

1 2 3 0b b b c+ + + ≠ , то система є 
несумісною. 
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   2) Нехай 2 2 2
1 2 3 0a a a+ + ≠ , тобто хоча б одне із чисел 

1 2 3, ,a a a  відмінне від нуля. Тоді хоча б один з мінорів 
( ) ( ) ( )3 3 3
2 3 4, ,Δ Δ Δ  відмінний від нуля. Це означає, що ранг мат-

риці A  дорівнює 3. Якщо при цьому виконується умова 
1 1 2 2 3 3 0a b a b a b+ + = , то ранг розширеної матриці ∗A  також 

дорівнює 3, а тому, згідно з теоремою Кронекера-Капеллі, 
дана система є сумісною. Оскільки число невідомих дорів-
нює рангу матриці A , то дана сумісна система є визначе-
ною, тобто має єдиний розв’язок.  
   Якщо ж 1 1 2 2 3 3 0a b a b a b+ + ≠ , то ранг розширеної матриці 

∗A  дорівнює 4, тобто не дорівнює рангу матриці A , а це 
означає, що дана система є несумісною. 
    Таким чином: а) якщо 2 2 2

1 2 3 0a a a+ + =  і 2 2 2 2
1 2 3 0b b b c+ + + ≠  

або 2 2 2
1 2 3 0a a a+ + ≠  і 1 1 2 2 3 3 0a b a b a b+ + ≠ , то вихідна систе-

ма лінійних рівнянь є несумісною; 
б) якщо 2 2 2

1 2 3 0a a a+ + ≠  і 1 1 2 2 3 3 0a b a b a b+ + = , то система 
має єдиний розв’язок; 
в) якщо 0321321 ======= cbbbaaa , то система має 
безліч розв’язків. 
   6.31 1) Якщо 1=a , 1≠b , то система несумісна. 
   2) Якщо 1=a , 1=b , то система має безліч розв’язків: 

Rxxxxxxx nnn ∈−−−−= −− 121121 ,,,;1 KK ; 
   Нехай 1≠a . Тоді віднімаючи почленно від першого рів-
няння друге, дістаємо: ( ) ( ) 011 21 =−+− xaxa , звідки 

12 xx = . Аналогічно можна показати, що 13 xx = , 14 xx = , 
…, 11 xxn =− . Тому дана система рівнянь при 1≠a  рівно-
сильна системі: 

                            ( )
( )⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+−
=+−+

−==

.1
,12

,1,,3,2,

1

1

1

baxxn
xxna

nixx

n

n

i K

                      (6.3) 
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Виключаючи nx  з двох останніх рівнянь системи (6.3), 
одержуємо рівняння 
                            ( ) ( )( ) baxnaa −=−−− 111 .                     (6.4) 
   3) Якщо na −=1 , nb −≠ 1 , то рівняння (6.4) розв’язків 
не має, а тому  вихідна система несумісна.  
   4) Якщо na −=1 , nb −=1 , то два останніх рівняння сис-
теми (6.3) рівносильні рівнянню 11 −= nxx . Звідси випли-
ває, що  дана система має безліч розв’язків: 

1121 −==== − nn xxxx K ,   Rxn ∈ . 
   5) Якщо 1≠a , na −≠ 1 , Rb∈ , то з рівняння (6.4) випли-
ває, що  

( ) ( )( )naa
bax
−−−

−
=

111 , 

а з передостаннього рівняння системи (6.3) дістаємо 
( ) 121 xnaxn −+−= . 

Отже, дана система має єдиний розв’язок: 

( )( ) ,1,,2,1,
11

−=
−+−

−
= ni

naa
baxi K   

( ) ( )( )
( )( )11

111
−+−

−−+−
=

naa
nbabxn .  

   Зауваження. Цей розв’язок можна знайти також, корис-
туючись правилом Крамера: 

Δ
Δ

= i
ix , 

( ) ( )11 1 −+−=Δ − naa n ,  
( ) ( ) ,1,,2,1,1 2 −=−−= − nibaa n

i KΔ     

( ) ( ) ( )( )( )1111 2 −−+−−=Δ − nbaba n
n . 

Остаточно:  
якщо 1=a , 1≠b , то система не має розв’язків; 
якщо 1=a , 1=b , то система має безліч розв’язків: 

         Rxxxxxxx nnn ∈−−−−= −− 121121 ,,,;1 KK ; 
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якщо na −=1 , nb −≠ 1 , то система не має розв’язків;  
якщо na −=1 , nb −=1 , то система має безліч розв’язків:        

1121 −==== − nn xxxx K ,  Rxn ∈ . 
якщо 1≠a , na −≠ 1 , Rb∈ , то система має єдиний 
розв’язок: 

( )( ) ,1,,2,1,
11

−=
−+−

−
= ni

naa
baxi K  

( ) ( )( )
( )( )11

111
−+−

−−+−
=

naa
nbabxn . 

   6.32 Віднявши від першого рівняння друге, від другого 
третє і т.д. від передостаннього останнє, одержимо: 

0,0,0,0 1433221 =+=+=+=+ − nn xxxxxxxx K . 

Звідси ( ) n
n xxxxx 1

4321 1 −−==−==−= K . Якщо n  непарне, 
то із першого рівняння системи випливає, що 10 = , тобто в 
цьому випадку система несумісна. Якщо ж n  парне, то 
розв’язок є 

( ) nkx k
k ,,2,1,1 K=−= . 

   6.33 Обчислимо визначник матриці системи: 

( ) ( )λλ
λ

λλ
λλ

−−=
−

−−
−−

=Δ 31
211

122
1223

2 . 

Звідси видно, що при 1≠λ  і 3≠λ  система сумісна і ма-
тиме єдиний розв’язок, який легко знайти за правилом 
Крамера: 

λλ
λ

−
=

−
−

=−=
3

1,
3
4,1 321 xxx . 

   При 1=λ  одержується система, яка складається із трьох 
однакових рівнянь: 1321 =++ xxx . Отже і в цьому випадку 
система сумісна і має нескінченно багато розв’язків: 

Rxxxxx ∈−−= 32321 ,,1 . 
   При 3=λ  одержуємо систему 
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⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−+
=+−−
=+−−

.1
,1
,33

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 

Додавши в цій системі друге і третє рівняння, маємо 20 = , 
що свідчить про те, що система несумісна. 

   7.1 Оскільки при 31110
2

≥++=
++

>
a

a
a
aaa , то 

( )( )( )( )
=

++++++++
pqrs

ssrrqqpp 1111 2222

 

81311111111 4 =≥⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++=

s
s

r
r

q
q

p
p . 

   7.2 За нерівністю Коші  

 ( )
n

nnn 1253112531 −++++
<−⋅⋅⋅⋅

K
K , або 

( ) nnn <−⋅⋅⋅⋅ 12531 K , тобто ( )12...531 −⋅⋅⋅⋅> nnn , що і 
треба було довести. 
   7.3 Як відомо, ( ) xx <+1ln  при 0>x , тому 

++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + KK

8
11ln

4
11ln

2
11

8
11

4
11ln n

2
1

211
41

2
1

8
1

4
1

2
11ln =

−
<+++<⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++ nn K . 

Отже, 2
2
11

8
11

4
11 2

1

<=<⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + eenK , що і вимага-

лось. 
   7.4 Скористаємось нерівністю: ( ) xx <+1ln  при 01 >+ x . 

0≠x : 

nnn
n 111ln1ln <⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + , 

з другого боку, 
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1
1

1
11ln

1
ln

+
−<⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+ nnn
n , тобто 

1
11ln
+

>⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

nn
n . 

Остаточно 
nn

n
n

11ln
1

1
<⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

<
+

, що і потрібно було довести. 

   7.5 Із очевидної нерівності ( ) 02 ≥− yx  одержуємо:  

2222 222 yxyxyx ++≥+ , або 
4

2
2

2222 yxyxyx ++
≥

+ , 

тобто                               
222

22
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

≥
+ yxyx .                   (7.1) 

Зауважимо також, що згідно з нерівністю Коші для a  і b , 

які фігурують в умові задачі, маємо 
4
1

2

2

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

≤
baab , 

тобто 41
≥

ab
, причому рівність досягається тільки при 

2
1

== ba . 

   Покладемо в нерівності (7.1) 
b

by
a

ax 1,1
+=+= , оде-

ржимо: 

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++≥

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + 22

22

111
4
111

4
1

2

11

bab
b

a
ab

b
a

a
 

( )
4
2541

4
111

4
11

4
1 2

22

=+≥⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +
+=

abab
ba . 

Звідси 
2
2511 22

≥⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

b
b

a
a , що і вимагалось. Рівність 

маємо тільки при 5,0== ba . 
   7.6 Ліву частину нерівності можна представити у виді 
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ααα 2sin

2
cos

1
sin

11 +++ .                         (7.2) 

Оскільки α  – гострий кут, то всі знаменники додатні, при-
чому 

2
2cos

2,1
cos

1,1
sin

1
≥≥≥

ααα
. 

Таким чином, вся сума (7.2) не менше 5. Але вона не може 
дорівнювати 5, оскільки αsin  і αcos  не можуть одночас-
но дорівнювати 1. 

   7.7 Зробимо заміну: ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−∈==

2
,

2
,,, ππβαβα tgytgx . 

Тоді 
( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

( )( )
=

−+
=

++
−+

=
++
−+

βα
βαβα

βα
βαβα

222222 secsec
1

11
1

11
1 tgtgtgtg

tgtg
tgtgtgtg

yx
xyyx  

( )( ) =−+= βαβαβα tgtgtgtg 1coscos 22  
( )( ) =−+= βαβαβαββααβα tgtgtgtg coscoscoscoscoscoscoscos  

( )( ) =−+= βαβαβαβα sinsincoscossincoscossin  

( ) ( ) ( )βαβαβα +=++= 2sin
2
1cossin . 

Звідси очевидним чином випливає справедливість нерівно-
сті, що доводиться. 

   7.8 Всі доданки виразу 22

1
1

1
1

11
nnnn

+
−

++
+

+ K , крім 

першого, тобто nn −2  членів, замінимо найменшим з них, 
одержимо 

11111
1

1
1

11
2

2

22 =
−

+=
−

+>+
−

++
+

+
n

n
nn

nn
nnnnn

K , 

що і треба було довести. 
   7.9 Дана нерівність рівносильна нерівності 

n
nm

m
nm

e
n
me

−−

<< . 

Але при 0>x  xe x +> 1 , так що  
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n
m

n
nme n

nm

=
−

+>
−

1 . 

Позначимо, далі, 1<= x
m
n , тоді друга нерівність запи-

шеться у виді 
x

e x 11 <− , або )10(11 <<<− xxe x . Розгляне-

мо функцію ( ) xxexf −= 1 . ( ) 11 =f ; ( ) ( ) 01 1 >−=′ −xexxf  при 
1<x , так що ( ) 1<xf  при 1<x , що і вимагалось. 

   7.10 Використовуючи нерівність Коші, маємо 

1
11

1
2

1

111
1111

+
+=

+
+

=
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

<⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅+

nn
n

n
n

n

n
n

n

. 

Звідси 
1

1
1111

+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+<⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

nn

nn
, тобто 1+< nn xx . 

   Аналогічно 

1
11

11

111
1111

+
−=

+
=

+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+

<⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅+

nn
n

n
n

n

n
n

n

. 

Тоді 
1

1
1111

+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−<⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

nn

nn
, тобто 1+< nn yy . 

   Нарешті,  

1
11

11 1

1
11

1

1

1111
+

++

++

=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

n
nn

nn

n y
nn

nn
n

n
z . 

Оскільки { }ny  зростаюча послідовність, то { }nz  спадна. 
   Зауважимо, що оскільки ezx nnnn

==
∞→∞→

limlim , то nn zex << , 

тобто, для будь-якого натурального n  

                            
11111
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +<<⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

nn

n
e

n
.                        (7.3) 



 206

   7.11 Застосуємо метод математичної індукції. Легко пе-
ревірити, що обидві нерівності виконуються при 2,1=n . 
Припустимо, що ліва нерівність справедлива при kn = : 

k

e
kk ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛>! , тоді 

( ) ( ) ( ) =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛>+=⋅+

+ kkk

k
ke

e
kk

e
kkkk

1
11!1!1

1

 

k

k

k

k

k

e
e

k

k
k

e
e

k

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=
++

11

1
1

11 11

. 

Оскільки в силу (7.3) e
k

k

<⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

11 , то  

( )
11 11!1
++

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

>+
kk

e
k

e
e

e
kk . 

   Нехай права нерівність справедлива при kn = : 
11!
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

<
k

e
kek , тоді 

( ) ( ) ( ) =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

<+=⋅+
+++ 221

2
1211!1!1

kkk

k
ke

e
kek

e
kekkk  

2

2

2

2

1
11

2

1
2
12

+

+

+

+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

= k

k

k

k

k

e
e

ke

k
k

e
e

ke . 

Але, в силу (7.3) e
k

k

>⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

+2

1
11 , тому 

( )
22 22!1

++

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

<+
kk

e
ke

e
e

e
kek , 

що і потрібно було довести. 
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   7.12 Доведення проведемо методом математичної інду-

кції. Розглянемо ліву нерівність: 
n

e
nnn ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛<! , легко переко-

натись, що при 7=n  вона виконується. Тоді, припустив-
ши, що нерівність виконана при деякому n , маємо (заува- 

жимо, що силу (7.3) 1
11

1 <

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+n

n

e ): 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

=
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+<==+ +

++

1

11

1
111!1!1 n

nnn

n
en

e
nn

e
nnnnnn  

( ) ( )
1

1

1 11
11

11
+

+

+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+<

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+=
n

n

n

e
nn

n

e
e

nn , 

тобто, нерівність справедлива і при 1+n . 

   Праву нерівність 
nn n

e
nn ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛<⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
 запишемо в еквівалент-

ному виді: 
nen ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛<

2
. Легко перевірити, що вона викону-

ється при 6=n . Зауваживши, що 
2

1 e
n

n
<

+  при 3≥n , при-

пустимо, що нерівність виконується при деякому n , тоді 
1

222
11

+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛<

+
=+

nn eeen
n

nn , що, в силу принципу мате-

матичної  індукції, свідчить про те, що нерівність справед-
лива при будь-якому цілому 6≥n . 
   7.13 Підставивши pq −= 1 , одержимо еквівалентну не-
рівність 

( ) ( )212212 xxxxxpx eepeee −+≤− ; 
поділивши на 2xe , маємо 
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( ) ( )11 2121 −+≤ −− xxxxp epe , 
або, позначивши yxx =− 21 , 

( ) 01 ≤=−−+ ypepe ypy ϕ . 
   Маємо ( ) ( ) ( )ypyypy eeppepey −=−=′= ϕϕ ,00 ; очевидно 
( ) 0>′ yϕ  при 0<y  і ( ) 0<′ yϕ  при 0>y . Таким чином, 

0=y  – точка максимуму і ( ) 0≤yϕ при будь-якому y , що 
і вимагалось. 
   7.14 В силу симетрії відносно cba ,,  виразів, які вхо-
дять в нерівність, можна вважати, що cba ≥≥ . Розгляне-
мо очевидну нерівність cbcabacbcaba ccbbaa −−−−−− ≥ , або 

cbabacbcba cbba 22 −+−−−− ≥ . Домножимо обидві частини нерів-
ності на ccbcba cba 32 +++ : cbacbacbacba cbacba ++++++≥333  , тобто 

( ) 3
cba

cba abccba
++

≥ , що і треба було довести. 
   7.15 Розглянемо функцію ( ) ( )xexf x +−−= 1ln1 ; потрі-
бно довести, що ( ) 0≥xf . Зауважимо, що ( ) 00 =f . 

( )
x

exf x

+
−=′

1
1  і, враховуючи, що ( ) 00 =′f , а також те, 

що ( ) 0>′ xf  при 0>x  (бо 1
1

1,1 <
+

>
x

e x ), ( ) 0<′ xf  при 

0<x  ( 1
1

1,1 >
+

<
x

e x ), бачимо, що в точці 0=x  ( )xf  

приймає своє найменше значення, яке дорівнює 0. Отже 
( ) 0≥xf , що і вимагалось. 

   7.16 Очевидно, досить показати, що 313 cossin xxx ≥−  

при 
2

0 π
<< x . При 0=x  має місце рівність, так що досить 

показати, що ( ) 213 3cossin xxx ≥
′− .    Але    ( ) =

′− xx 13 cossin  

( ) =−+=+= −− xxxxxx 2222242 coscos1sin3cossinsin3
1cossin2cos2cossin3 22222 −+=+−+= −− xxxxx , і при 
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0=x  знову маємо рівність. Диференціюючи далі аналогі-
чним чином до тих пір, поки в правій частині не з’явить-          
ся 0, одержимо нерівність 

0cossin24cossin82sin8 52 ≥+−− −− xxxxx . 
Скорочуючи на xsin , одержуємо  

0cos16cos8cos24 35 ≥−− −− xxx , що очевидно, вірно, оскі-
льки xxx coscoscos 35 >> −−  на розглядуваному проміжку. 
   7.17 Покладемо nn aaaa −−−−=+ K211 1 . Тоді 01 >+na  і 
нерівність, яку потрібно довести, приймає вид: 

( )( ) ( )( ) 1

121

121 1111 +

+

+ ≥
−−−− n

nn

nn n
aaaa

aaaa
K

K . 

Застосовуючи нерівність між середнім арифметичним і се-
реднім геометричним, одержимо для кожного 

1,,,2,1 += nni K :  
n

niiniii aaaanaaaaa 111111111 ++−++− ≥+++++=− KKKK . 
Перемноживши ці нерівності, одержимо 

( )( ) ( )( ) 121
1

121 1111 +
+

+ ≥−−−− nn
n

nn aaaanaaaa KK , 
що еквівалентно тому, що доводиться. 
   7.18 Нехай ( ) ( ) ( )xxxxxh −−+= 1ln1ln ,  
( ) ( )22 1 xxxg −+= . ( ) ( )122 −=′ xxg . Якщо 21,0 ≤≤ yx , то 

із нерівності ( ) ( )ygxg <  випливає, що yx > , звідки слідує 

( ) ( )yhxh < , оскільки ( ) ( ) 0
1

ln1ln1ln1 <
−

=−−−+=′
x

xxxxh , 

бо 1
1

<
− x
x  при 

2
10 << x . 

   7.19 Запишемо нерівність в еквівалентній формі: 

3

3xxtgx +>  і розглянемо функцію ( )
3

3xxtgxxf −−= ; тре-

ба, очевидно, довести, що ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∈>

2
,0,0 πxxf . Маємо: 
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( ) 00 =f , ( ) 2
2 1

cos
1 x

x
xf −−=′ ; видно, що ( ) 00 =′f , отже 

досить показати, що ( ) 0>′ xf  при ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∈

2
,0 πx . 

   Як відомо, при 
2

0 π
<< x  xtgx > . Звідси 22 xxtg > , або 

xxx 222 cossin > , xxx 222 coscos1 >−  і, поділивши на 

x2cos , отримуємо 01
cos

1 2
2 >−− x

x
, тобто ( ) 0>′ xf , що і 

вимагалось. 
   7.20 а) Запишемо нерівність в еквівалентній формі: 

010 yye yy −+≥−  і розглянемо функцію  
( ) 010 yyeyf yy +−−= −  при фіксованому 0y . Доведемо, що 
( ) 0≥yf  для будь-якого y . Зауважимо, що ( ) 00 =yf ; 
( ) 10 −=′ − yyeyf  і ( ) 00 =′ yf . Видно, що ( ) 0<′ yf  при 

0yy <  і ( ) 0>′ yf  при 0yy > , отже, при 0yy =  функція 
( )yf  приймає своє найменше значення, яке рівне 0, тому 
( ) 0≥yf при будь-якому y . 

   б) Покладемо в попередній нерівності ( )xfy = , 

( )∫=
1

0
0 dxxfy , одержимо: ( )

( )
( ) ( ) ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+

∫
≥ ∫

1

0

1

1

0 dxxfxfee
dxxf

xf . 

Проінтегруємо цю нерівність в межах від 0 до 1 (врахуємо, 

що ( ) constdxxf =∫
1

0

): 

( )
( )

( ) ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅−+

∫
≥ ∫∫∫∫∫

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0 dxdxxfdxxfdxedxe
dxxf

xf , 

або ( )
( )∫

≥∫
1

0

1

0

dxxf
xf edxe , що і потрібно було довести. 
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   7.21 Маємо:  

( ) ( )
( )
( )∑ ∑

∞

=

∞

=

=
+

−+
=

+
−

<
+
−

+++
1 1 !2

522
!2

12
!2

12
!4

3
!3

1
n n n

n
n
n

n
n

K  

( ) ( ) ( ) ( ) =+
−

+
=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−
+

= ∑∑∑
∞

=

∞

=

∞

= 111 !2
15

!1
12

!2
5

!1
2

nnn nnnn
 

( ) ( ) =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

+
+++−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

+
+++= KKKK

!2
1

!4
1

!3
15

!1
1

!3
1

!2
12

nn
 

( )
2
14,07,235,83

2
17

2
5522 <=⋅−<−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−−= eee , 

що і вимагалось. 
   7.22 Згідно з нерівністю Коші 

( ) ( ) 55 3
3

23333

55
32

xyyx
yyyxxyx

=≥
++++

=
+

, 

тобто, 53 532 xyyx ≥+ . Нерівність доведено. 
   7.23 Для доведення розглянемо функцію 

( ) 0,ln
>= x

x
xxf . ( ) 2

ln1
x

xxf −
=′ ; рівняння ( ) 0=′ xf  має 

єдиний корінь ex = , причому ( ) 0>′ xf  при ( )ex ,0∈  і 
( ) 0<′ xf  при ( )∞+∈ ,ex . Таким чином, при ex =  функція 

приймає своє найбільше значення, тобто ( ) ( )efxf ≤  при 
всіх 0>x , причому рівність досягається тільки при ex = . 

Отже, xexe exexexxe
e
e

x
x

≤⇔≤⇔≤⇔≤ lnlnlnlnlnln , 

що і вимагалось. До речі, розглянувши ту ж функцію, лег-
ко одержати, що при будь-якому натуральному 

nn nnn <+≥ +1 13 . 
   7.24 Нехай спочатку nm = . Доведемо, що 3 3≤n n  для 
будь-якого натурального n ; при 2,1=n  нерівність легко 
перевіряється. Як доведено в задачі 7.23, функція 
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( )
x
xxf ln

=  при ex>  спадає. Таким чином, якщо 3≥n , то 

3
3lnln

≤
n
n , звідси 3

11

3lnln ≤nn , тобто 3 3≤n n . 

   Якщо nm< , то розглянемо функцію ( ) 0,ln >= xxxxg . 
( ) xxg ln1+=′  і ( ) 0>′ xg при 1−>ex . Отже, на цьому про-

міжку ( )xg  зростає, тому nnmm lnln < . Звідси 
m

n
n
m lnln
< , 

тобто mn nm < , отже { } nmn mnm =,min . Але nn nm < , а 
за доведеним вище 3 3≤n n , що і завершує доведення.  
   7.25 Нерівність очевидним чином виконується, якщо 

yx = , чи одне з чисел x  або y  дорівнює нулю, а також 
при 0=λ  і 1=λ . Поділивши нерівність на праву частину, 
запишемо її в еквівалентній формі:  

( ) 11
1

≥⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− λλ

λλ
x
y

y
x . 

Позначимо a
y
x
=  і розглянемо функцію  

                              ( ) ( ) λλ λλ −− −+= aaaf 11 . 
   Дослідимо цю функцію при 0>a :    

( ) ( ) ( ) 111 −−− −−−=′ λλ λλλλ aaaf ,  
                                             або   ( ) ( ) ( )111 −− −−=′ aaaf λλλ .  
Рівняння ( ) 0=′ af  має єдиний корінь 1=a , причому 

( ) 0<′ af  при ( )1,0∈a  і ( ) 0>′ af  при ( )∞+∈ ,1a , отже, в 
точці 1=a  функція приймає своє найменше значення, яке 
дорівнює: ( ) 11 =f . Таким чином, ( ) 1≥af  при всякому 

0>a , що і потрібно було довести. 
   7.26 а) Перетворимо кожний множник добутку: 

( )
( )2

1
2

12
2

11
2

2

2

2 +
+

=
+

++
=

+
+

kk
k

kk
kk

kk
. 



 213 

Тоді  
( )
( ) =+
+

⋅⋅⋅
=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

2
1

53
4

42
3

31
2

2
11

15
11

8
11

3
11

2222

2 nn
n

nn
KK  

( ) ( ) 2
2
22

2
12

=
+
+

<
+
+

=
n
n

n
n . 

   б) Очевидно  
( )( )

( )3
21

3
23

3
21 2

2

2 +
++

=
+

++
=

+
+

kk
kk

kk
kk

kk
. 

Таким чином, 
( )( )

( ) =
+
++

⋅
⋅

⋅
⋅

⋅
⋅

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

3
21

63
54

52
43

41
32

3
21

9
11

5
11

2
11 2 nn

nn
nn

KK  

( ) ( ) 3
3
33

3
13

=
+
+

<
+
+

=
n
n

n
n . 

   7.27 Задана нерівність ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∈∀

2
,0 πx  рівносильна нерів-

ності 2 cos sin cos sinx x x x x< + ⋅  або нерівності  
sin 2 0tgx x x+ − > . 

   Нехай ( ) sin 2f x tgx x x= + − . Тоді 

( ) 2
2 2

1 1cos 2 cos 2 0
cos cos

f x x x
x x

′ = + − > + − > , бо  

2
2

1cos 2
cos

x
x

+ > . Отже функція ( ) sin 2f x tgx x x= + −  ви-

значена, неперервна і зростає на проміжку ⎟
⎠
⎞

⎢⎣
⎡

2
,0 π . Звідси 

( ) (0) 0f x f> = , тобто sin 2 0tgx x x+ − > , або  
2cos sin

1 cos
x x
x x
<

+
 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∈∀

2
,0 πx , що й треба було довести. 

   7.28 Нехай y
a
cx

a
b

== , , тоді aycaxb == ,  і нерів-

ність набуває виду 



 214

2
3

11
1

≥
+

+
+

+
+ x

y
y

x
yx

, 

де 0,0 >> yx . Для доведення дослідимо на екстремум 
функцію 

( ) 0,0,
11

1, >>
+

+
+

+
+

= yx
x

y
y

x
yx

yxf . 

( ) ( ) ( ) ( ) xy
x

yxy
f

x
y

yyxx
f

+
+

+
−

+
−=

∂
∂

+
−

+
+

+
−=

∂
∂

1
1

1
1,

11
11

2222  

і для знаходження координат стаціонарної точки одержує-
мо систему: 

( ) ( )

( ) ( )⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+
+

+
=

+

+
+

+
=

+

.
1

1
1

1

,
1

1
1

1

22

22

y
x

yxx

x
y

yxy
 

Почленно віднявши ці рівняння, приходимо до рівності 

( ) ( )22 11
1

11
1

x
y

xy
x

y +
+

+
=

+
+

+
, або 

( ) ( )22 1
1

1
1

x
yx

y
xy

+
++

=
+
++ . 

Враховуючи, що 01 ≠++ yx , отримуємо ( ) ( )22 11 xy +=+ , 
тобто xy =  і відносно x  маємо рівняння 

( )
,

14
1

1
1

22 x
x

xx +
+=

+
 або 

( ) 22 4
1

11
1

xx
x

x
=

+
−

+
, звідси 

( ) 22 4
1

1
1

xx
=

+
, тобто xx 21 =+ . Таким чином, 1=x , тоді 

1=y  і ( )1,1M  – єдина стаціонарна точка функції ( )yxf , , 
причому ( ) 231,1 =f . Застосувавши достатні умови екст-
ремуму, неважко переконатись, що M  – точка мінімуму, а 
оскільки це єдина стаціонарна точка в розглядуваній облас-
ті, то в ній функція приймає своє найменше значення. Отже, 
при 0,0 >> yx  ( ) ( ) 231,1, =≥ fyxf , що і вимагалось. 
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   7.29 Очевидно ( )nnn 1! +< . Звідси ( ) ( ) ( )nnn nnnn 1!!! +<⋅ , 
тобто ( ) ( )( )nn nn !1! 1 +<+ . Добувши корінь степеня ( )1+nn  з 
обох частин цієї нерівності, одержуємо ( )1 !1! + +< nn nn . 

   7.30 Розглянемо функцію ( ) ( ) 1,
ln

1ln
>

+
= x

x
xxf . 

( )
( )

( ) ( )
( ) 1,0

ln1
1ln1ln

ln

1ln
1

ln

22 >∀<
+

++−
=

+
−

+=′ x
xxx
xxxx

x
x
x

x
x

xf . 

Отже, функція ( )xf  спадає на проміжку ( )∞+,1 , тому при 

2>n   ( )
( )1ln
ln

ln
1ln

−
<

+
n

n
n

n , що можна записати і так: 

( ) nn nn 1log1log −<+ . 

   7.31 Легко довести, що функції ( )
1

ln
−

=
x

xxf  і 

( )
1

ln
+

=
x

xxg   спадні при 2ex > . Тому при 2en >  маємо 

( ) ( ) ( ) ( ) 11 11ln
1

ln,11ln
1

ln +− −<⇒
−

<
+

+>⇒
+

>
−

nnnn nn
n
n

n
nnn

n
n

n
n . 

Отже, ( ) ( ) 11 11 +− −<<+ nnn nnn , тобто,  
201420132012 201220132014 << . 

   7.32 Використаємо очевидну нерівність 
kk
111ln <⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + . 

Тоді ∑ ∑
= =

<⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

n

k

n

k kk1 1

111ln ; але 

( )( ) ( )1lnln1ln1ln11ln
111

+=−+=
+

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + ∑∑∑

===

nkk
k

k
k

n

k

n

k

n

k

. 

Отже, ( ) ∑
=

<+
n

k k
n

1

11ln , або ( ) mn <+1ln .  Тобто, men <+1 .   

   7.33   Розглянемо   функцію ( ) k xxf = .     При 0>x  
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( ) 0111 21

<⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=′′

−
kx

kk
xf , що означає, що графік функції 

опуклий. Отже, для будь-яких додатних 21 , xx  

( ) ( )( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

<+
22

1 21
21

xxfxfxf . Підставивши сюди 

1,1 21 +=−= nxnx , маємо kkk nnn 211 <++− . 
   7.34 Доведемо, що для будь-якого натурального 2>n  
справедлива нерівність ( ) nnn >2! . Дійсно, маємо   

( ) nnnnnnnnnn >⋅⋅⋅−⋅=⋅⋅−⋅⋅⋅=⋅ )1()12)(1()1)1()(21(!! KKK , 
оскільки nnn =⋅=⋅ 11  і nnkknknk >+−−=+− )1)(()1(  
при 1,,2 −= nk K . Отже, ( ) nnn >2! , тобто  

( ) 20132 2013!2013 > . 
   7.35 Поділимо кожне з даних чисел на число 

20132012 20132012 ⋅  і порівняємо одержані числа 
2013

2013
2014

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  і 

2012

2012
2013

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ . Подамо ці числа у виді: 

20132013

2013
11

2013
2014

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ , 

20122012

2012
11

2012
2013

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ . В задачі 7.10 доведено, що по-

слідовність { }nx  де 
n

n n
x ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

11  зростаюча, тому 

20122013

2012
11

2013
11 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +>⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + , а це означає, що 

2012201320122013 2013201320122014 ⋅>⋅ . 
   7.36 Методом математичної індукції доведемо, що 

( )!33 nn n < . При 3,2,1=n  нерівність має місце. Нехай 
( )!33 kk k < , доведемо, що ( ) ( ) ( )( )!131 13 +<+ + kk k . Ліву час-

тину нерівності подамо у виді: 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) k
k

k

kk

k

kk

kk
k

k
k

kkk
k

kk 33
3

3

333

3

313

11111
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=
++

=
+ +

.  

Оскільки e
kk

k kk

<⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + 111 , то 211 3

3

<<⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + e

k
k k

. 

Тому, за принципом математичної індукції 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )!31211211 33313 kkkkk kk +<+<+ + . 

Але ( ) ( )( )( )332313121 3 +++<+ kkkk  при 3>k , що досить 
просто перевірити. Отже,  
( ) ( ) ( )( )( )( ) ( )( )!13!33323131 13 +=+++<+ + kkkkkk k , що і по-
трібно було довести. Таким чином, !300100300 <  

   7.37 Легко встановити, що 1111 36

1

36

1

=+< ∫∑
= x

dx
nn

 і 

3
112

3
11 27

1
3

27

1
3

=+> ∫∑
= x

dx
nn

, тому ∑∑
==

<
27

1
3

36

1

11
nn nn

. 

   7.38 Нехай A=++++
333 125

1...
3

1
2

11 . Неважко пе-

реконатись, що  
5
11

125

1
3

−<<− ∫ A
x

dxA . Але 36
125

1
3

=∫ x
dx , отже, 

5
1361 −<<− AA  , тобто 37

5
136 << A , що означає, що 

[ ] 36=A . 
   7.39 Як і в попередній задачі, легко одержати нерівність 

1000
11

1000000

1

−<<− ∫ x
x

dxx . Звідси, враховуючи, що 

1998
1000000

1

=∫ x
dx , одержуємо 1999001,1998 << x . Таким    

чином,  [ ] 1998=x . 
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   7.40 Очевидно (див. задачу 7.10) e<⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +<

1000

1000
112 , 

звідси 
2
1

1000
111 1000

<⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +<

−

e
, або 

e
11001,11

2
11 1000 −<−<− − , 

тобто ( ) ( )
e

e 16001,1163 1000 −
<−< − . Легко встановити, що 

( ) 416
<

−
e

e ; отже ( ) 4001,1163 1000 <−< − .  

   7.41 Розглянемо рівняння: 01
2

1
1

1
=

−
++

−
+

− nxxx
K ; 

доведемо, що воно має рівно 1−n  різних дійсних коренів і 
знайдемо суму цих коренів. Нехай 
( ) ( )( ) ( )nxxxxf −−−= K21 , тоді рівняння може бути запи-

сане у виді: ( )
( ) 0=
′
xf
xf , або ( ) 0=′ xf , де  

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ++−−−+−−−=′ KKK nxxxnxxxxf 3132  
( )( ) ( )121 +−−−+ nxxx K . 

Оскільки ( )xf  має n  різних дійсних коренів: n,,2,1 K , то 
за теоремою Ролля ( )xf ′  має 1−n  різних дійсних коренів 

121 ,...,, −nxxx , причому 1,,2,1,1 −=+<< niixi i K . Більше 
як 1−n  коренів ( )xf ′  мати не може, бо це многочлен сте-
пеня 1−n . Якщо у виразі для ( )xf ′  розкрити дужки і звес-
ти подібні, одержимо 

( ) 01
3

3
2

2
1 axaxaxanxxf n

n
n

n
n +++++=′ −

−
−

−
− K . 

Знайдемо коефіцієнт 2−na : 
( ) ( ) ( )( )( ) =−++++++++++++−=− 12131322 nnnan KKKK  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
2

1
2

112121
2 −

−=
+

−−=+++−+++−=
nnnnnnnn KK . 

Тоді, за теоремою Вієта, сума коренів рівняння ( ) 0=′ xf  
дорівнює: 
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( )
2

1
2

1 22
2

121
−

=
−

=−=+++ −
−

n
n

nn
n

axxx n
nK . 

   Застосувавши метод інтервалів, неважко показати, що 
областю розв’язків вихідної системи нерівностей є 
об’єднання інтервалів: ( ) ( ) ( )nxxx n ,3,2, 121 −UKUU . Сума 
довжин l  цих інтервалів дорівнює: 

( ) ( ) ( ) =−+++=−++−+−= ∑
−

=
−

1

1
121 3232

n

i
in xnxnxxl KK  

( ) ( )( )
2

11
2

111
2

1
2

11
2

1 2 −
=−

+
=−−−

+
=

−
−−

+
=

nnnnnnnn . 

   7.42 Оскільки 

=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

n
n

n

n
n

n

n
n

n

n
n

n

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

11

11

11

211
22

2
2

2

 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += n

n
n

x
x

x
x 11 , 

то ( ) 1 1 ,
n

n
nf x x x

x x
⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 0x > , або  

( ) 1 2 2 4 1 2...n n n n
n n nf x C x C x C x− − − −= + + + . 

Оскільки k n k
n nС C −= , , , 0n k k n∈Ν ≤ ≤ , то  

( )
1

1 2 2 4 2
2 4

1 1 1...
n

n n
n n nn nf x C x C x C x

x x x

−
− −

− −
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

,  

якщо n  – непарне, й  

( )
11 2 2 4 22 2

2 4 2

1 1 1...
n n

n n
n n n nn nf x C x C x C x C

x x x
−− −

− −
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + + + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

, 

якщо n  – парне. 
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Функція ( ) 1 , 0k
kg x x x

x
= + > , k∀ ∈Ν  набуває найменше 

значення 2 при 1x = . Тому й функція ( )f x  набуває най-
менше значення при 1x = , яке дорівнює  

min
1 11 1 2 2
1 1

n
n n

nf ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + − + = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. 

   7.43 Розглянемо функцію ( ) xxf 99sin= , 
( ) xxxf cossin99 98 ⋅=′ ,  
( ) ( ) ( )xxxxxxf 2972297 sin9998sin99sincos98sin99 −=−=′′ . 

Очевидно, на інтервалі ( )( )9998arcsin,0  ( ) 0>′ xf  і 
( ) 0>′′ xf , що означає, зокрема, що ( )xf ′  – строго зроста-

юча функція. 
   Застосувавши формулу скінченних приростів Лагранжа, 
одержуємо: 

,
18018018018090

1sin2sin 1
099099 ππθπππ

⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +′=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=− fff   

10 1 <<θ , 

,
180180606045

3sin4sin 2
099099 ππθπππ

⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +′=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=− fff  

10 2 <<θ . 

Оскільки 
18060180180 21
πθππθπ

+<+ , то <− 099099 1sin2sin  
099099 3sin4sin −< . Звідси  

099099099099 2sin4sin1sin3sin −<− . 
   7.44  Очевидно 

<+++++++++ 3 3 3 3 66...6666...66  

52386...6696...66 3 3 3 3 =+=+++++++++< . 
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   7.45 Виконаємо наступні перетворення: 
( ) ( ) ( ) ( ) −⋅−−−+−+−=−++ 224262824210 2111131 xxxxxxxxxxx  

( ) ( )( ) =−−++−=−− 1211 246822 xxxxxx  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) =−+⋅−+⋅−+−−= 1312111 22242622 xxxxxxxx  

( ) ( )1321 24622 +++−= xxxx . 
Одержаний вираз не може бути від’ємним, що доводить 
нерівність. Очевидно, що знак рівності буде тільки у випа-
дку, коли 1±=x . 
   7.46  Перетворимо вираз:  
     ( )( )( )( ) =++++= 4321)( xxxxxf  

( )( )( )( ) ( )( ) =++++=++++= 65453241 22 xxxxxxxx  

( )( ) ( ) 155155155 2222 −++=+++−++= xxxxxx  
Очевидно, що значення функції буде найменшим, коли 
найменшим буде перший доданок, тобто при тих значен-
нях x , які є коренями рівняння 0552 =++ xx , тобто при 

2
55 ±−

=x . Отже,  1
2

55
min −=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ±−
= ff . 

   7.47 Нехай  
( ) xxxxxxxf 1073)45)(9)(6( 22 −+++−−−= . Неважко 

бачити, що  
( ) ( )( )( )( ) =−++−−−−= xxxxxxxf 10734196 2  

( )( )( )( ) =+−+−−−−= 73104619 2 xxxxxx  
( )( ) 73102410910 222 +−++−+−= xxxxxx . 

Позначимо 9102 +−= xxt , тоді  
( ) ( ) ( ) 086415 2 ≥+=+++= ttttxf , що і доводить задану 

нерівність. 
   7.48 Маємо  

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − 3222 2013

11
4
11

3
11

2
11 K  
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( )( )( ) ( )
=

⋅⋅⋅⋅
−⋅⋅−−−

= 2222

2222

2013...432
12013...141312  

( )( )( )( )( )( ) ( )( )
=

⋅⋅⋅⋅
+−⋅⋅+−+−+−

= 2222 2013...432
1201312013...141413131212  

=
⋅⋅⋅⋅⋅

⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅
= 22222 20132012...432

2014201220132011...534231  

2
1

20132
2014

20132012...432
201420132012...54321

22222

2222

>
⋅

=
⋅⋅⋅⋅⋅

⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅
= . 

   7.49  Очевидно, що 
3
2

2
1
< , 

5
4

4
3
< , … ,

101
100

100
99

< . Тому 

100
1

101
1

101
100...

7
6

5
4

3
2

100
99...

6
5

4
3

2
12 <=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅⋅⋅⋅⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅⋅⋅⋅<a . 

Тобто, 
10
1

<a . 

   7.50 Доведемо, що для будь-якого натурального k  
kk ≥−12 . Зауважимо, що при 2,1=k  нерівність виконана. 

Розглянемо функцію ( )
x

xf
x 12 −

= ,  

( ) ( )12ln222ln2
2

1

2

11

−=
−⋅

=′
−−−

x
xx

xxf
xxx

. Звідси видно, що 

( ) 0>′ xf  при 44,1
2ln

1
≈>x , тобто в даній області функція 

( )xf  зростає. Таким чином, при 2≥x  маємо 
( ) ( ) 12 =≥ fxf . Отже, при будь-якому натуральному k  

12 1

≥
−

k

k

, тобто kk ≥−12 . Тоді для натуральних m  і n  має-

мо: nm nm ≥≥ −− 11 2,2 . Перемноживши почленно ці нерів-
ності, отримуємо mnnm ≥−+ 22 , що і вимагалось. 
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   7.51 Запишемо задане в умові співвідношення у еквіва-

лентному виді 20132

3

2

3

≥+
a
b

b
a  та, використовуючи двічі 

нерівність yx
y

x
−≥ 2

2

 (цю нерівність легко довести: при 

0,0 >> yx маємо: ( ) 02 ≥− yx ⇔−≥⇔ 22 2 yxyx  

yx
y

x
−≥⇔ 2

2

), перетворимо його ліву частину. Маємо: 

≥+−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=−+−≥+ )(2)2()2(

22

2

3

2

3

ba
a

b
b
aab

a
bba

b
a

a
b

b
a  

( ) 2013)(222 =+=+−−+−≥ babaabba , 
що і потрібно було довести. 
   7.52 При 2=n  отримуємо вірну числову нерівність 

2214 +> . Застосуємо метод математичної індукції. Не-
хай виконується нерівність 1212 −+> kk k . Покажемо, що 
звідси випливає вірність співвідношення 

kk k 2)1(12 1 ++>+ . Маємо: ( ) >+−−+ kk k 2112 1  

( ) ( )1)12(212)1(1212 1 −−+=+−−+⋅> − kkk kkk . 
Одержаний вираз додатний при 3≥k . Таким чином, із 
припущення, що нерівність вірна при kn =  випливає, що 
вона вірна при 1+= kn . Згідно з принципом математичної 
індукції нерівність виконується при довільному натураль-
ному 2≥n . 
   7.53 Нехай α=xarcsin , β=xarccos . Оскільки 

2
πβα =+ , то 

( ) ( ) y=−=+−+=+ αβππβααββαβα
2

3
8

3
3

333 . 

Значення функції буде найменшим, коли найбільшим буде 
значення добутку αβ . Оскільки 0≥β , то найбільше зна-
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чення αβ  потрібно шукати при 0>α . Із нерівності Коші 

маємо 
2

2
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

≤⋅
βαβα . Але 

162

22 πβα
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + , тому 

16

2πβα ≤⋅ . 

Найбільше значення βα ⋅  прийматиме при 
4
πβα == . То-

ді: 
2

1;
4

arcsin == xx π
 і найменше значення функції бу-

де 
32442

3
82

3
8

333

min
πππππαβππ

=⋅⋅−=−=y . 

   Найменше значення αβ , очевидно, буде при 0<α . При 

1−=x  маємо 
2
πα −= , πβ = . Враховуючи ці значення, 

бачимо, що добуток буде мінімальним, оскільки α  при-
ймає мінімальне значення, а β  – максимальне. Отже, при 

1−=x  функція приймає найбільше значення 

8
7

22
3

8

33

max
πππππ

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⋅⋅−=y . 

Таким чином, найбільшим значенням буде ,
8

7 3π  а най-

меншим 
32

3π . 

   8.1 а) Загальний член прогресії має вид 14 −= kak . 
Припустимо, що серед членів прогресії є тільки скінченна 
кількість простих чисел: np,,23,19,11,7,3 K . Складемо 
число 
                 ( ) 1231911734 −⋅⋅⋅⋅⋅⋅= npN K .  
Воно є членом прогресії і більше всіх простих чисел, які їй 
належать, а тому повинно бути складеним. Серед простих 
дільників числа N  не може бути чисел виду 14 −k , оскіль-
ки число ( )npN ⋅⋅⋅⋅=+ ...117341  ділиться на всі прості чи-
сла виду 14 −k , а тому N  взаємно просте з усіма цими чи- 
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слами. Оскільки N  непарне, то воно повинно дорівнювати 
добутку простих чисел виду 14 +k . Але це неможливо, то-
му, що добуток двох чисел виду 14 +k  має той же вид: 

( )( ) ( ) 141441414 3212121 +=+++=++ kkkkkkk , 
а, значить, і добуток будь-якої кількості чисел такого виду 
теж має вид 14 +k , в той же час число N  має вид 14 −k . 
   б) Аналогічно доводиться, що існує нескінченно багато 
простих чисел виду 16 −k : припустимо, що таких чисел є 
скінченна кількість: np,,29,23,17,11,5 K . Розглянемо число  

( ) 1...2923171156 −⋅⋅⋅⋅⋅⋅= npN . 
Зрозуміло, що воно взаємно просте з усіма простими чис-
лами виду 16 −k . Отже, в розкладі числа N  на прості 
множники може зустрітись тільки 3 і прості числа виду 

16 +k . Але легко перевірити, що добуток будь-якої кілько-
сті чисел такого виду ніколи не дасть число виду 16 −k . 
   8.2 Нехай na  – загальний член прогресії, 0>d  – її різ-
ниця. Як відомо, mdaa nmn +=+ . Зрозуміло, що знайдеться 
член прогресії 1>na , тоді покладемо nam =  і одержимо 

( )dadaaa nnnmn +=+=+ 1  – складене число, що і потрібно 
було довести. 
   8.3 Припустимо, що n

n
sinlim

∞→
 існує. Тоді 

( ) 0sin2sin →−+ nn  при ∞→n , але 
( ) ( )1cos1sin2sin2sin +=−+ nnn , звідки 0cos →n . Отже 

0cossin22sin →= nnn . Це означає, що 0sin →n при 
∞→n . Таким чином, 0sinlim =

∞→
n

n
і 0coslim =

∞→
n

n
, що немо-

жливо, бо 1cossin 22 =+ nn .  
   Аналогічно доводиться, що не існує n

n
coslim

∞→
.   

   8.4 Припустимо, що послідовність обмежена: існує 

constM =  таке, що Mnn ≤sin , тоді 
n
Mn ≤sin , що озна-
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чає, що 0sin →n при ∞→n . Але тоді 1cos →n . Розгля-
немо 

( ) ( ) ( ) 1sin1cos1cos1sin11sinsin −+−=+−= nnnn . 
При ∞→n  ( ) 01cos1sin →−n , а ( ) 1sin1sin1cos →−n , то-

му 1sinsin →n , що суперечить тому, що 0sin →n .  

   8.5 Доведемо твердження індукцією по n . При 1=n  ма-
ємо 121

2
1 aaaa <−≤ , звідки 11 <a . Крім того, 

2
1

4
1

2
1

4
1 2

1
2
112 <≤⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−=−≤ aaaa , 

тобто 
n

an
1

<  при 2=n . Нехай твердження доведене для 

деякого n , доведемо його для числа 1+n . Оскільки функ-

ція ( ) 2xxxf −=   зростає на відрізку ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

2
1,0  і 

n
an

1
< , то 

( ) ( ) 1
1

1
1

1
1111

221 +
<

+
−

+
=−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛<≤+ nnnnnnn
fafa nn ,  

що і потрібно було довести. 
   8.6 Покладемо kk ykx != , тоді  

( ) ( ) ( )( )21 !2!11! −− −+−−= kkk ykykkyk , 
звідки легко одержати 

( ) 4,1
211 ≥−−=− −−− kyy

k
yy kkkk . 

Використовуючи цю рівність при mk ,,5,4 K= , одержуємо  
( ) 4,

!
1

1 ≥
−

=− − m
m

yy
m

mm . 

Сумуючи ці рівності при nm ,,5,4 K= , приходимо до ре-
зультату 

( )∑
=

−
=

n

m

m

n m
nx

2 !
1! . 
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Зауважимо, що остання рівність справедлива також і при 
3,2=n . 

   8.7 Очевидно 
( )

=−
−

=
++++

<
++++

< n

n

n

n

n

n

n
n
nn

n
nnnn

n
n 1

1
3211

3232 KK  

11
1

−
<

−
⋅

−
=

n
n

n
n

n
n

n

n

. 

Тому 1...321lim
32

=
++++

∞→ n

n

n n
n . 

   8.8 Очевидно 0>nx  при всіх n , тоді 

a
x
ax

x
axx

n
n

n
nn =⋅≥⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=+ 2

1
1 . 

Отже, 1, ≥≥ naxn , тобто послідовність обмежена знизу. 
Далі, 

1,0
22

2
2
1 222

1 ≥≤
−

=
−+

=−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=−+ n

x
xa

x
xaxx

x
axxx

n

n

n

nn
n

n
nnn , 

що означає, що послідовність незростаюча, отже, існує 
cxnn

=
∞→

lim . Щоб знайти c , в рівності, що задає послідов-

ність, перейдемо до границі, одержимо ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

c
acc

2
1 , звід-

ки axc nn
==

∞→
lim . 

   8.9 Очевидно, 33 221 3
1 a

x
axx

x
axxx

n
nn

n
nnn =⋅⋅≥⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++=+ , 

отже 2,3 ≥≥ naxn . Крім того, n
n

nn

n

n
n x

x
xx

x
axx =

+
≤

+
=+ 3

33

2

3

1 3
2

3
2 . 

Таким чином, послідовність { }nx  обмежена знизу і незрос-
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таюча, а тому збіжна. Перейшовши до границі в рівності, 
що визначає послідовність, одержуємо: 3lim axnn

=
∞→

. 

   8.10 Зауважимо, що ( ) 1
ln

!ln
<

nn
n . Крім того, розглянувши 

графік функції xy ln=  і виходячи із геометричного змісту 
визначеного інтеграла, неважко одержати: 

( ) ( )1lnlnln3ln2ln1ln!ln
1

−−=>++++= ∫ nnnxdxnn
n

K . 

Отже, ( ) ( )
nn

n
nn
nnn

nn
n

ln
11

ln
1ln

ln
!ln −

−=
−−

> . Таким чином,  

( ) 1
ln

!ln
ln

11 <<
−

−
nn
n

nn
n . Враховуючи, що 0

ln
1
→

−
nn

n  при 

∞→n , одержуємо: ( ) 1
ln

!lnlim =
∞→ nn

n
n

. 

   8.11 Перейдемо до неперервної змінної x  і застосуємо 
правило Лопіталя 2012 раз: 

( ) ( )
=

−−
=

−−
+∞→+∞→ 2011

20122012

2012

20132013

2012
120132013lim1lim

x
xx

x
xx

xx
 

( )
==

⋅
−⋅−⋅

=
+∞→

...
20112012

12012201320122013lim 2010

20112011

x
xx

x
 

( )( ) 2013
!2012

12...20122013lim =
−−⋅⋅⋅

=
+∞→

xx
x

. 

   8.12 а) ( )
( )( )

( )∑ ∑
= =

=
+

−++
=

+
++n

k

n

k k
kk

k
kk

0 0

2

!2
112
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13  

( ) ( ) =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−∑
= !2

1
!

1
!3

1
!1

1
!2

1
!0

1
!2

1
!

1
0 nnkk

n

k

K  

( ) ( )!2
1

!1
1

!1
1

!0
1

+
−

+
−+=

nn
. 

Звідси випливає,що ( ) 2
!2

13lim
0

2

=
+

++∑
=

∞→

n

kn k
kk . 
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   б) Аналогічно:  

      ( )
( )( )( )

( ) =
+

−+++
=

+
+++ ∑∑

==

ò

ë

n

k k
kkk

k
kkk

11

23

!3
1321

!3
5116   

( ) ( ) ( ) ( )∑
= +

−
+

−
+

−++=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−=
n

k nnnkk1 !3
1

!2
1

!1
1

!3
1

!2
11

!3
1

!
1 . 

Тобто ( ) 3
5

!3
5116lim

1

23

=
+

+++∑
=

∞→

n

kn k
kkk . 

   8.13 Очевидно: 
43421
K

44 344 21
K

радикалn
n

радикалівn
n

xxxxxxxx
1

limlim
−

∞→∞→
= , 

тобто 20132013 =x . Звідси легко одержуємо: 
2013=x . 

   8.14 Запишемо 1+na  у виді 
nn

n aa
a

1
2

1 +
=+

. Оскільки 

0>na  при всіх n , то 21
≥+

n
n a
a , тому 2,1 ≥≤ nan . З 

другого боку,  
( )

0
1

1
1

2
1

2
2

2

2

3

21 ≥
+
−

=
+
−−

=−
+

=−+
n

nn

n

nnn
n

n

n
nn a

aa
a

aaa
a

a
a

aa , 

тобто 1+≤ nn aa . Отже, послідовність { }na  неспадна і обме-
жена зверху, а тому збіжна. Для границі x  цієї послідовно-

сті одержуємо рівняння 
1

2
2 +

=
x
xx , звідки 1=x . Таким чи-

ном, 1lim =
∞→ nn
a . 

   8.15 а)  

=
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=
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876
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=
−

−++−+−
=

+++
=

−

−
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110110110

9...99
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1

n

n

n

n

K
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876
K  

( )
( ) ( )

=
−

−−
−
−

=
−

−−+++
=

−

−

110

1
110

11010

110
1101010

1

12

n

n

n

n nnK  

( ) ( )
( ) 9109

1910
1109

1911010 1

−⋅
−−

=
−

−−−
=

−

n

n

n

n nn . 

Звідси видно, що 
9
1

7...777
7...77...777777lim

1

=
++++

−

∞→
321

876

n

n

n
. 

   б) Аналогічно попередньому одержуємо: 

( ) 24
1

11024
1910lim

8...888
3...33...333333lim

1

=
−
−−

=
++++

∞→

−

∞→ n

n

n

n

n

n

n

321

876

. 

   8.16 Скористаємось нерівністю 
nnn
111ln

1
1

<⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +<

+
, 

доведеною в задачі 7.4. Замінивши nна 1−n  в лівій части-

ні цієї нерівності одержимо 
1

ln
1

11ln1
−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+<

n
n

nn
, що 

разом з правою частиною початкової нерівності приводить 

до нерівності 
1

ln11ln
−

<<
+

n
n

nn
n . Отже, можна записати: 

1
ln11ln

−
<<

+
n
n

nn
n , 

n
n

nn
n 1ln

1
1

1
2ln +

<
+

<
+
+ , 

1
2ln

2
1

2
3ln

+
+

<
+

<
+
+

n
n

nn
n , 
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.  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .   

12
2ln

2
1

2
12ln

−
<<

+
n
n

nn
n . 

Додаючи ці нерівності, одержимо: 
( )( ) ( )

( )
( )

( ) ( )12...1
2...1ln

2
1

1
11

2...1
12...21ln

−−
+

<++
+

+<
+

+++
nnn
nnn

nnnnnn
nnn

K , 

або, 

1
2ln

2
1

2
1

1
1112ln

−
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+
+

+
+<

+
n
n

nnnnn
n

K . 

Враховуючи, що 2ln
1

2lnlim12lnlim =
−

=
+

∞→∞→ n
n

n
n

nn
, одержуємо: 

2ln
2
1

2
1

1
11lim =⎟

⎠
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⎜
⎝
⎛ ++

+
+

+
+

∞→ nnnnn
K . 

   8.17 Нехай ( )
n

x
n

n
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4
1

3
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2
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+
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1
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yn   
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⎠
⎞

⎜
⎝
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⎠
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тобто 
n

yx nn
1

2 −= . В задачі 8.16 доведено, що 

2lnlim =
∞→ nn
y . Отже, 2ln1limlim 2 =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

∞→∞→ n
yx nnnn

. Враховую-

чи, що 
12

1
212 +
+=+ n

xx nn , маємо =+∞→ 12lim nn
x  

2ln
12

1lim 2 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

∞→ n
x nn

. Таким чином, 2lnlim =
∞→ nn
x . 
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   8.18 Оскільки  
( )
( )

( )( )
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<
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⋅
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⋅⋅⋅
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, 

то при будь-якому Nn∈  
12

10
+

<<
n

an  і 0lim =
∞→ nn
a . 

   8.19 Маємо 
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Але ( ) ( ) 1111 22 ++=++−+ kkkk , так що, скорочуючи од-
накові співмножники в чисельнику і знаменнику, останній 
вираз перетворимо до виду  

                      ( ) nn
nnnn

nn +
++

⋅=
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⋅
+ 2

2

2

2 1
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122
1

1
2 , отже,  
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   8.20 Якщо границя A  існує, то вона задовольняє спів-

відношенню 
A

A 12 += , звідки 21+=A . Позначимо n -й 

член послідовності nδ++ 21 . Тоді із рівності 

n
n δ

δ
++

+=++ + 21
1221 1  одержуємо 

( )
n

n
n δ

δ
δ

++

−
=+ 21

21
1  

і при 1<nδ  маємо 

nnn δδδ
2
1

2
21

1 <
−

≤+ . 
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Але 211 −=δ , тобто, 
2
1

1 <δ , так що, nn 2
1

<δ  і 

0→nδ  при ∞→n , звідки випливає, що границя A  дійсно 

існує і рівна 21+ . 
   8.21 Знайдемо кілька перших членів послідовності: 

4
3

1 =a , 
64
63

4
31615,

16
15

4
343

32 =
+

==
+

= aa . Доведемо 

методом математичної індукції, що загальний член послі-

довності задається формулою: n

n

na 4
14 −

= . При 

3,2,1,0=n  формула справедлива, нехай вона справджу-
ється при kn = , тоді при 1+= kn  маємо: 
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a
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що свідчить про те, що формула справедлива при будь-

якому натуральному n . Тоді 1
4

14limlim =
−

=
∞→∞→ n

n

nnn
a . 

   8.22 а) Нехай 
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∑
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=
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1 1n
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a . Зауважимо, що в сумі  
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= nnnnnnk
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( ) 2211 22 +=+−+ nnn  доданків. Замінивши всі з них на 

найменший, одержимо 2
1
22
=

+
+

>
n
nan , а замінивши всі 

доданки на найбільший, матимемо 
nn

nan
2222

+=
+

< . 

Отже 
n

an
222 +<< , звідки випливає, що 2lim =

∞→ nn
a . 

   б) Аналогічно попередньому одержуємо оцінку:  
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2
1

22 1
1

n
n

nknn
n n
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. 

Оскільки 1
1

limlim
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+
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+ ∞→∞→ n
n
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n
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, то і 

11lim
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+
∑
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n

kn nk
. 

   8.23 Неважко бачити, що послідовність { }nx  зростаюча; 
доведемо, що вона обмежена зверху. Покажемо індукцією 
по n , що 1+< cxn  для будь-якогоn . При 1=n  нерівність 
очевидна. Якщо вона виконується при kn = , то при 

1+= kn  одержуємо: 

( ) 11121
2

1 +=+=++<++<+=+ ccccccxcx kk . 
Отже, послідовність збіжна, нехай її границя рівна a . Для 
знаходження a  в рівності nn xcx +=+

2
1  перейдемо до гра-

ниці при ∞→n  і одержимо caa +=2 . Це рівняння має 

єдиний додатний корінь 
2

411 ca ++
= . Таким чином, 

2
411lim cxnn
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=

∞→
. 

   8.24 Очевидно, всі члени послідовності додатні. Якщо 

axn = , то ( ) a
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aaaxn =

+
+

=+ 3
3

1 , отже, якщо ax =1 , 

то axn =  для всіх n , і axnn
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∞→
lim . 

   Нехай тепер ax ≠1 . Розглянемо різницю  
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=
+

−−+
=−

+
+

=−+ ax
aaaxaxxa

ax
axxax

n

nnn

n

nn
n 2

23

2

2

1 3
33

3
3  

( )
ax
ax

n

n

+
−

= 2

3

3
. 



 235 

Як видно, знаки різниць axn −  і axn −+1  співпадають, 
це означає, що при ax <1  всі axn < , а при ax >1  всі 

axn > . Порівняємо 1+nx  і nx : 
( ) ( )

ax
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Звідси випливає, що якщо ax <1 , то nn xx >+1 , а якщо 

ax >1 , то nn xx <+1 . В першому випадку послідовність 
зростаюча і обмежена зверху, а в другому – спадна і обме-
жена знизу, тобто в будь-якому випадку вона збіжна. Якщо 
в рівності, що визначає послідовність, перейти до границі 
при ∞→n , то для границі c  послідовності маємо: 

( )
ac
accc

+
+

= 2

2

3
3 , звідки acac 33 22 +=+ , тобто ac =2  і 

axc nn
==

∞→
lim . 

   8.25 Доведемо, що дана послідовність обмежена і моно-
тонна. Очевидно, якщо 20 << na , то і 20 1 << +na , отже, 
послідовність обмежена. Розглянемо різницю 

( ) 0
3

2
3
3

3

2

1 <
−
−

=
−

+−
=−

−
=−+

n

nn

n

nnn
n

n

n
nn a

aa
a
aaaa

a
aaa , 

тобто, послідовність спадна, тому збіжна. Перейшовши до 
границі при ∞→n  в рівності, що задає послідовність, лег-
ко одержуємо: 0lim =

∞→ nn
a . 

   8.26 Маємо: 163 >≥nx  і 2863 3 =++< Knx  для всіх 
n . Крім того, послідовність { }nx  строго монотонно зрос-
тає, тому збіжна. Якщо в рівності, що задає послідовність, 
перейти до границі при ∞→n , то неважко одержати: 

2lim =
∞→ nn
x . Тоді 

7
2

24
2

24
820 2

11
2

11

3
1

1
n

nn

n

nn

n
n

x
xx

x
xx

xx −
<

++
−

=
++

−
=−<

++++

+
+ . 
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Оскільки 120 1 <−< x , то для будь-якого 1>n  

17
120 −<−< nnx , а тому ( ) 17

6260 −<−< n

n

n
n x . Звідси очеви-

дним чином випливає, що ( ) 026lim =−
∞→ n

n

n
x . 

   8.27 Послідовно маємо:  

=⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+++−

43421
цифрn

n abababababab
2

2 ......10  

( ) ( )( )=+++++++= −− 22222 10...101...10110 nn ababab  
( )( ) =⋅++−+= −− 2222 101...10110 nn nnab  

( ) =⋅++⋅+⋅= −−− nnab 242 10...102101  
( )( )12122 10...102110 −−⋅−− ⋅++⋅+⋅= nnab . 

=⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+++−

∞→ 43421
цифрn

n

n
abababababab

2

2 ......10lim  

( ) =+⋅++⋅+⋅= −=
−−

210
12 ......2110 x

nxnxab  

( ) =
′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
−

⋅=
′

++++⋅= −− =
−

=
− 22 10

2
10

22

1
10......10 xx

n

x
xabxxxab  

( )
( )
9801
10100

99
10010

1
110 2

2
2

10
2

2

2

baab
x

ab
x

+⋅
=⋅⋅=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
⋅= −

=

−

−

. 

   8.28  Знайдемо кілька перших членів послідовності:   

,
201231

1
201334

1
2 ⋅−

=
⋅−

=x

,
2012431
201242013

201231
34

1
3 ⋅⋅−

⋅−
=

⋅−
−

=x  

20121331
2012132013

2012431
20124201334

1
4 ⋅⋅−

⋅−
=

⋅⋅−
⋅−

⋅−
=x . 
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Доведемо методом математичної індукції, що 

201231
20122013

⋅−
⋅−

=
n

n
n a

a
x ,    де 

2
13 1 −

=
−n

na . 

Справді, при 4,3,2,1=n  формула вірна; припустимо, що 
вона вірна при kn = , тоді  

( ) =
⋅+−

⋅−
=

⋅−
⋅−

⋅−
=

−
=+ 20121331

201231

201231
2012201334

1
34
1

1
k

k

k

kk
k a

a

a
ax

x  

( )
( ) 201231

20122013
20121331

2012132013

1

1

⋅−
⋅−

=
⋅+−
⋅+−

=
+

+

k

k

k

k

a
a

a
a . 

Тому  

3
1

603820123
201420123lim

2012
2

1331

2012
2

132013
limlim

1

1

1

=
+⋅−
+⋅−

=
⋅

−
⋅−

⋅−−
=

−

∞→−

−

∞→∞→ n

n

nn

n

nnn
x . 

   8.29 Очевидно 2,2 ≥> nxn , 
3
12

13
2

1

1
1 +<

+
+=

−

−
+

n

n
n x

x
x , 

отже, 3,
3
122 ≥<< nxn . Розглянемо дві послідовності: 

{ }na  і { }nb , де 1,
13
12,2 11 ≥

+
+== + n

a
aa

n
n , ,

3
121 +=b  

1,
13
12,

3
12 11 ≥

+
+=+= + n

b
bb

n
n . Зрозуміло, що { }na  – 

підпослідовність послідовності { }nx , яка складається із 
членів з непарними номерами, а { }nb  – підпослідовність 
{ }nx , складена із членів з парними номерами. 
   Методом математичної індукції доведемо, що { }na  зрос-
таюча, а { }nb  спадна послідовності. Справді, 12 aa > , а 
припустивши, що 1−> nn aa , маємо: 
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( )( ) 0
131313

2
13

2
1

1

1

1
1 >

++
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

+−
+

+=−
−

−

−

−
+

nn

nn

n

n

n

n
nn aa

aa
a
a

a
aaa , 

тобто nn aa >+1 . Аналогічно доводиться, що послідов-
ність{ }nb  спадна. Таким чином, в силу монотонності і об-
меженості, послідовності { }na  і { }nb  збіжні. Для границь 
цих послідовностей граничним переходом одержуємо одне 

і те ж рівняння: 
x

x
13

12
+

+= , звідки 
3

153+
=x . Таким 

чином, 
3

153lim +
=

∞→ nn
x . 

   8.30 Випишемо кілька перших членів послідовності: 

00 =a , 11 =a , 
2
1

2
10

2 =
+

=a , 
4
3

2
211

3 =
+

=a , 

8
5

4
3

2
1

2
1

4 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=a . Доведемо методом математичної індук-

ції, що загальний член послідовності задається рівністю 
( ) 0,
23

12
1

1

≥
⋅
−+

= −

−

na n

nn

n . При 4,3,2,1,0=n  рівність викона-

на; припустимо, що вона виконується при kn ≤ . Тоді при 
1+= kn  маємо:  

( ) ( ) ( )
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⋅
−+

+
⋅
−+

=+= −

−

−

−−

−+ 1

1

2

21

11 23
12

23
12

2
1

2
1

k

kk

k

kk

kkk aaa  

( ) ( ) ( ) ( )
=

−−+
=

−++−⋅+
= −

−+

−

−−

1

21

1

12

2
1212

6
1

2
12122

6
1

k

kk

k

kkkk

 

( )
k

kk

23
12 1

⋅
−+

=
+

. 

Отже, ( )
3
2

23
12limlim 1

1

=
⋅
−+

= −

−

∞→∞→ n

nn

nnn
a . 

   8.31 Перетворимо вираз загального члена послідовності: 
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nn
nnnn

n
n

nnn
an

++++++
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++++++=

K
K

21121111 . 

Позначимо nnnnSn ++++++= K21 , отже, 

nn
Sa n

n = . Розглянувши графік функції xy =  і викорис-

товуючи геометричний зміст визначеного інтеграла, одер-
жуємо: 

nnndxxnnn
n

n

221121
2

+++++<<−++++ ∫ KK . 

Враховуючи, що ( )=−==∫ nnnnxdxx
n

n

n

n

22
3
2

3
2

2

2
32

 

( )122
3
2

−= nn , маємо  

                   ( ) nn SnnnnS <−<+− 122
3
22 , тобто  

( ) ( ) nnnnSnn n −+−<<− 2122
3
2122

3
2 , 

або, ( ) ( )
n

an
12122

3
2122

3
2 −

+−<<− , а тому 

( )122
3
2lim −=

∞→ nn
a . 

   8.32 Введемо позначення ( )( )
444 3444 21

разівn

n xa ln...1ln1ln +++= . От-

же, ( )nn aa +=+ 1ln1 . Очевидно, при 1>x  ( ) 0ln1ln2 >+= xa . 
Але, якщо 0>na , то і ( ) 01ln1 >+=+ nn aa . З другого боку, 

( ) nnn aaa <+=+ 1ln1 .(див. розв’язок задачі 7.4). Таким чи-
ном, послідовність { }na  монотонна і обмежена, отже, існує 

Aann
=

∞→
lim . Для A  граничним переходом одержуємо рів-

няння ( )AA += 1ln , яке має єдиний корінь 0=A .  
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   Отже,    0lim =
∞→ nn
a . 

   8.33 Зауважимо, що якщо 1>x , то 121 <−x  і навпаки, 
якщо 1<x , то 121 >−x . Оскільки 11 >x , то 12 <x , тоді 

13 >x  і т.д. Отже, 112 >−kx , 12 <kx  k∀ . Доведемо, що 
{ }12 −kx  – спадна, { }kx2  – зростаюча послідовності. Справді, 

1
211

3

2012
2 22 xx x <==

−−− , тоді >= − 31
4 2 xx  2

1 12 xx => − , звідси 

3
11

5
24 22 xx xx =<= −−  і т.д. 

   Очевидно K,2,1,20 =<< nxn . Таким чином, послідов-
ності { }kx2  і { }12 −kx  монотонні і обмежені, отже, збіжні. 
Якщо припустити, що 1lim 12 >=−∞→

ax kk
, то тоді 

1lim 2 <=
∞→

bx kk
, причому ba −= 12 , ab −= 12 . Звідси одержує-

мо: a

b

b
a

−

−

= 1

1

2
2 , або b

a

b
a

2
2

= , тобто 
ba

ba 22
= . Але, дослідивши 

функцію ( )
x

xf
x2

=  за першою похідною, неважко одержа-

ти, що при 210 <<<< ab  
ba

ba 222
<<  – суперечність. От-

же, 1== ba . Таким чином, 1lim =
∞→ nn
x . 

   8.34 Очевидно 

×⋅⋅⋅⋅=⋅⋅⋅ n

n

n

xxx
x

xxx
2

cos2...
2

cos
2

cos

2
sin2

1
2

cos
2

cos
2

cos 22 K  

=⋅⋅⋅⋅⋅=× −− 112 2
sin

2
cos...

2
cos

2
cos

2
sin2

1
2

sin nn

n

n

xxxx
x

x  

n
n

nn

n
x
xxxxx

x
2

sin2

sin
2

sin
2

cos...
2

cos
2

cos

2
sin2

1
222

2
==⋅⋅⋅⋅= −− K . 
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Тоді  ==⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅⋅⋅

∞→∞→

n
nnnn x

xxxx

2
sin2

sinlim
2

cos
4

cos
2

coslim K  

x
x

x

x

x
x

n

n

n

sin

2
sin

2limsin
==

∞→
 

   8.35 Поклавши в умові задачі 4.1 
n
b

=ϕ , одержуємо: 

( )

n
b
n
bnb

n
nb

n
b

n
b

2
sin

2
1sin

2
sin

sin2sinsin

+
⋅

=+++ K . 

Таким чином,  
( )

=

+
⋅

⋅=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++

∞→∞→

n
b
n
bnb

n
b

n
nb

n
b

n
b

n
b

nn

2
sin

2
1sin

2
sin

limsin2sinsinlim K  

( )
2

sin21
2

sin
2

sin2

2
sin

2lim
2

1sinlim
2

sin2 2 bbb

n
b
n
b

n
bnb

nn
=⋅⋅=⋅

+
⋅=

∞→∞→
. 

   8.36 За означенням інтеграла: 

∑
=

∞→∞→
=⋅

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
++

+
+

+

n

knn n

n
knnnn 1

22222

1

1

1lim1
4

1
1

1lim K

( ) ( )21ln1ln
1

1

0

2
1

0
2

+=++=
+

= ∫ xx
x

dx . 

   8.37 Нехай R  – радіус кола Q . Тоді 2RS π= , 

n
nRn

πσ 2sin
2
1 2= , 

n
tgnRSn
π2= . Таким чином, 
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nn
tg

nn

R
n

tgnR

n
nRR

SS
S

nn
n

n

n ππ

ππ

ππ

ππσ

−

−
=

−

−
=

−
−

∞→∞→∞→

2sin
2
1

lim

2sin
2
1

limlim
22

22

. 

Позначивши x
n
=

π , перейдемо до неперервної змінної і 

застосуємо правило Лопіталя: 

=
−

−
=

−

−
=

−
−

→→∞→
1

cos
1

2cos1lim
2sin

2
1

limlim
2

00

x

x
xtgx

xx

SS
S

xx
n

n

n

σ

( ) 2
sin

cossin2lim
cos1

cos2cos1lim 2

22

02

2

0
==

−
−

→→ x
xx

x
xx

xx
. 

   8.38 Всі три задачі розв’язуються аналогічно, тому на-
ведемо один із можливих розв’зків першої з них. 
   Формулу 1 25 4n n na a a− −= − , тобто ( ) 21 414 −− −+= nnn aaa , 
можна записати у виді 1 1 24 4n n n na a a a− − −− = − , або 

( )211 4 −−− −=− nnnn aaaa . Звідси випливає, що   

( )⎩
⎨
⎧

−=−

−=−
−

−

−

.4

,44
2

1

1

abaa

abaa
n

nn

nn  

Виключаючи із цієї системи 1na − , дістаємо: 
44

12 3
n

n
b a a ba − −

= + . Тому lim
4 12
n
nn

a b a
→∞

−
= . 

   б) Відповідь: 
6
ab − ;  в) Відповідь: 

2
ab − . 

   8.39 Подамо рекурентну формулу так: 
( )211 3103 −−− −=− nnnn aaaa , тоді приходимо до рівності 

( ) 2
12

2
1 1033103 −−
− ⋅=−=− nn
nn aaaa . А якщо цю формулу 

записати у виді ( )211 10310 −−− −=− nnnn aaaa , то одержимо 
( ) 2

12
2

1 3410310 −−
− ⋅−=−=− nn
nn aaaa . Отже, маємо систему 
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⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⋅−=−

⋅=−
−

−

−
−

.3410

,1033
2

1

2
1

n
nn

n
nn

aa

aa
 

Виключаючи із системи 1−na , одержуємо 

( )11 34103
7
1 −− ⋅+⋅= nn

na . Неважко бачити, що 
70
3

10
lim =

∞→ n
n

n

a
. 

   8.40 Нехай 
n
na

n

n
!

= , тоді ( ) n
n
nan ln!lnln −= . Виходячи 

із геометричного змісту інтеграла, як і при розв’язуванні 

задачі 8.10, одержуємо ( ) nxdxnxdx
nn

lnln!lnln
11

+<< ∫∫ , або 

( ) ( ) ( ) nnnnnnnn ln1ln!ln1ln +−−<<−− . 

Тоді           ( )
n
n

n
nn

n
n

n
nn ln1ln!ln1ln +

−
−<<

−
−  і 

( )
n
n

n
nn

n
n

n
n ln1ln!ln1

+
−

−<−<
−

− , або  

n
n

n
na

n
n

n
ln1ln1

+
−

−<<
−

− . 

Враховуючи, що 0lnlim =
∞→ n

n
n

, маємо: 1lnlim −=
∞→ nn
a , тоді 

e
e

n
na

n

nnn

1!limlim 1 === −

∞→∞→
. 

   8.41 Маємо: 
( )( ) ( ) =++−=++−=+= −−− 111111 221 nannannnaa nnnn  

( ) ( )( ) ( )( ) ( )+−+−−=+++−−= −− 1211121 33 nnannnnannn nn  
( )( ) ( )( ) ( ) =++−++−−−=++ − 1113211 4 nnnannnnn n  

( )( )( ) ( )( ) ( ) ==++−+−−+−−−= − K1121321 4 nnnnnnannnn n  
( ) ( ) ( ) 113121! 0 ++−++⋅⋅−+⋅⋅−+⋅= nnnnnnnan KKK . 

Тоді ( ) ( ) ∑
=

=+
−

+
−

+++++=
n

k

n

knnnn
a

0 !
1

!
1

!1
1

!2
1
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1
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1

!1
11

!
K  і  
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e
kn

a n

kn

n

n
== ∑

=
∞→∞→ 0 !

1lim
!

lim . 

   8.42 а) Очевидно ( ) ( )=−+=+ nnnnn πππ 2222 sinsin  

( )( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

++
=−+=

nnn
nnnn

2

222 sinsin ππ . Тоді  
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2
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sinlimsinlimsinlim

2

2

2

222

==

=

⎟⎟
⎟
⎟
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⎜
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   б) Аналогічно одержуємо  
                 ( ) 1cos2coslim 222 ==+

∞→
ππ nn

n
. 

   8.43 
( ) ( )( )=−++=++

∞→∞→
nnnnnnn

nn

3 2323 232 2coslim2coslim ππππ  
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⎛
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. 

   8.44 З умови задачі випливає, що  

( )
( )

( )af

n

af
n

af
naf

n
af

nn
′=

−⎟
⎠
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⎜⎜
⎝

⎛
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⎠
⎞

⎜
⎝
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∞→∞→
2

2

2

lim22lim . 

Тому 
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af
n

af n

′

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

∞→∞→

=

==
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+=
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + ∞→

 
   8.45 Рекурентне співвідношення можна записати у виді: 

( )211 5,0 −−− −=− kkkk yyyy , або 
2
1

21

1 =
−
−

−−

−

kk

kk

yy
yy . Добуток цих 

рівностей по k  від 2  до n  дорівнює 
1

01

12

12

23

32

21

21

1

2
1 −

−−

−−

−−

− ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

−
−

⋅
−
−

⋅⋅
−
−

⋅
−
− n

nn

nn

nn

nn

yy
yy

yy
yy

yy
yy

yy
yy

K . 

Тобто 
1

01

1

2
1 −

− ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

−
− n

nn

yy
yy , або 

1

1 2
1

2
3 −

− ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=−

n

nn yy . Одержані 

рівності: 
1

1 2
1

2
3 −

− ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=−

k

kk yy  додамо по k  від 1 до n  і одер-

жимо: ∑
=

−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=−

n

k

k

n yy
1

1

0 2
1

2
3 . За формулою суми n  членів 

геометричної прогресії знаходимо: 1
1

1

2
12

2
1

−
=

−

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∑ n

n

k

k

, то-

ді ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+= −12

12
2
31 nny . 

Отже, nny 2
34 −=  і 4

2
34limlim =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

∞→∞→ nnnn
y . 

   8.46 Рівність, що задає послідовність, запишемо у виді: 

kxx
xx

kk

kk

2
1

1

1 −=
−
−

−

+ . Отже, ( ) ,12
1

21

1

−
−=

−
−

−−

−

nxx
xx

nn

nn  
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( )22
1

32

21

−
−=

−
−

−−

−−

nxx
xx

nn

nn  і т.д. 
12

1,
22

1

01

12

12

23

⋅
−=

−
−

⋅
−=

−
−

xx
xx

xx
xx . 

Перемноживши ці рівності, одержуємо: 
( )
( )!12
1

1

1

01

1

−
−

=
−
−

−

−
−

nxx
xx

n

n
nn , тобто ( ) ( )

( )!12
1

1

1

1 −
−−

=− −

−

− n
abxx n

n

nn . Тоді 

( ) ( )
( )!22

1
2

2

21 −
−−

=− −

−

−− n
abxx n

n

nn  і т. д. ( )( )
!12

1
12 ⋅

−−
=−

abxx  , 

( ) ( )
!02

1
0

0

01 ⋅
−−

=−
abxx . Додаючи одержані рівності, одер-

жуємо:  

       ( ) ( )∑
−

= ⋅
−

−=−
1

0
0 !2

1n

k
k

k

n k
abxx , або, ( )∑

−

=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

−+=
1

0 !
2
1

n

k

k

n k
abax .  

Таким чином,  

( ) ( ) =
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

−+=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

−+= ∑∑
−

=
∞→

−

=
∞→∞→

1

0

1

0 !
2
1

lim
!
2
1

limlim
n

k

k

n

n

k

k

nnn k
aba

k
abax

( )
e
abaeaba −

+=−+=
−

2
1

. 

   9.1 Знайдемо границю відношення цих нескінченно ма-
лих:  

1lim
2

2lim1
2lim

0
2

==
=−

=
−

=
=

=
−

→→+∞→ ztg
z

zt

заміна

tctg

t

tgtx
заміна

x

xarctg

ztx
π

ππ

π
. 

Отже, нескінченно малі еквівалентні. 

   9.2 Маємо ( ) ( ) =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+=+

−

→
−

→

x
ex

exx

x
xx

x

x

xexex
cos11

2

0
cos1
1

2

0

2

21lim1lim  
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( ) 212

1

2
sin2

lim
lim

cos1
limcos1

lim1
2

0

2

2

0

0

2

0

2

0
21lim eeeeex

x
x

e
x

xx
ex

exx

x

xx
xx

x

x
x ====⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+= ⋅

⋅
⋅

−
−

→

→

→→
→

. 

   9.3 ( ) ( )( ) =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+=+−

−

−
→→

3
3

sin

sin
1

0

1

0
sin1limsin1lim

x
xx

xx
x

x
x

xxxx  

( )( )
( )

6
6
1!3lim

sinlim

sin
1

0

1sin1lim 3

3
3

0
30

e
eexx x

xxoxx
x
xx

xx
x

x
x

===⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+=

−
−+−−

−
→

→
→

. 

   9.4 Очевидно 11lim
3 3

−=
−

=
∞→ x

x
x

λ , ( )=−−=
∞→

xx
x

λμ 3 31lim  

( )
( )

0
11

1lim1lim
23 33 23

33
3 3 =

+−−−

+−
=+−=

∞→∞→ xxxx

xxxx
xx

. 

   9.5 Нехай ( ) x

x

e
xxf

2

11 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

= , або ( )

xx

e
xxf

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=

11
, тоді 

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += 111lnln

x
xxxf . Далі знаходимо:  

( ) ( ) =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+=

=
=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

→+∞→+∞→
11ln11lim1111lnlimlnlim

0
t

tt
t

x

заміна

x
xxxf

txx
 

( ) ( )
2
12lim1lnlim 2

2
2

020
−=

−+−
=

−+
=

→→ t

ttott

t
tt

tt
. 

Отже, ( )
e

e
e
xxf x

x

xx

1
11

limlim 2
1

2

==
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=
−

+∞→+∞→
. 

   9.6 Маємо:  
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( ) ( ) ( ) =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛− ∑∑

=
→

=
→

2013

00

2013

00
0

2
11lim

2
11lim

k
k

k

xk
k

k

x
fxf

x
xf

x
 

( )
( )

( ) ( ) =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=′−=

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−= ∑∑∑
===

→

2013

0

2013

0

2013

00 2
10

2
11

2

0
2

2
11lim

k

k

k
k

k

k
k

k

k
k

x
fx

fxf
 

( )
2014

20142014

2014

23
122

2
3
2

11

2
11

2
111

⋅
−

=
−

=
+

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−

= . 

   9.7 Прологарифмуємо вираз і застосуємо правило Лопі-
таля: 

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+=
=

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
→+∞→

t

t
tg

t
x

заміна

x
x
xtg

tx 1
2

ln
lim1

12
ln

lim
0

ππ

 

( )

( )
=

+
⋅

+
⋅+

=
−

+
−

⋅

+

⋅

+=
→→

2
cos

2
2

lim1

2
2

cos

1

2

1

lim
22

2

0

2

2
2

0

tt
tgt

t

t

t
tt

tg

tt πππ

π
ππ

 

( ) ( )
=

+

⋅
+

=

+
⋅+

=
→→→

2
2sin

lim
2

1lim2

2
2sin2

lim2
2

0202

2

0

t

t
t

t
t

t
ttt ππππ  

( )

0

2
2

2
2cos

2lim
4
12

2

0
=

+
−⋅

+

⋅⋅=
→

tt

t
t πππ . 

Тому 1
12

lim 0

1

==⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

++∞→
e

x
xtg

x

x

π . 
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   9.8 Нехай ( )
tt

n
tt

n
aaatf

1

21
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +++
=

K , тоді 

( )
t
n

aaa

tf

t
n

tt

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +++

=

K21ln
ln . При знаходженні границі 

( )tf
t

lnlim
0→

 застосуємо правило Лопіталя: 

=
+++
+++

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +++

→→ t
n

tt
n

t
n

tt

t

t
n

tt

t aaa
aaaaaa

t
n

aaa

...
ln...lnln

lim
ln

lim
21

2211

0

21

0

K

 

( )nn aaa
nn

aaa
⋅⋅⋅=

+++
= ...ln1ln...lnln

21
21 . 

Таким чином, 

( )
n

n

aaa
n

tt
n

tt

t
aaae

n
aaa n

⋅⋅⋅==⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +++ ⋅⋅⋅

→
K

K
21

...ln1
1

21

0

2lim  . 

   9.9 Розглянемо функцію ( ) ( ) 22xxfxg −= . Вона дифе-
ренційовна на [ ]1,0 , причому ( ) ( ) xxfxg −′=′ . Зокрема, 
( ) 10 =′g , ( ) 11 −=′g . Звідси випливає, що функція ( )xg  не 

може досягати максимуму на відрізку [ ]1,0  в його кінцях. 
Значить ( )xg  досягає максимуму в деякій точці ( )1,0∈c ; 
при цьому ( ) 0=′ cg , тобто ( ) ccf =′ . 
   9.10 Очевидно функція ( )xf  неперервно диференційов-
на на всій числовій прямій. Неважко знайти: 

( ) ( ) 0
621
222
111

1,0
111

353
111

0 ===
−−−

= ff . 

За теоремою Ролля знайдеться  ( )1,0∈c  таке, що ( ) 0=′ cf . 



 250

   9.11 Для доведення застосуємо теорему Коші про сере-

днє для функцій ( ) ( )
x
xfxu =  і ( )

x
xv 1
=  на відрізку [ ]ba , : 

( ) ( ) ( ) ( )
bca

c

c
cfcfc

ab

a
af

b
bf

<<
−

−′

=
−

−
,111

2

2
. 

Звідси ( ) ( ) ( ) ( )cfccf
ba
abfbaf ′−=

−
− , або 

( ) ( ) ( ) ( )cfccf
bfaf
ba

ba
′−=

−
1 , що і потрібно було довести. 

   9.12 Покладемо ( ) ( ) xexfxg −= . Оскільки ( ) ( ) 010 == gg , 
то за теоремою Ролля ( ) 0=′ xg  в деякій точці ( )1,0∈x . 
Але ( ) ( ) ( )( ) xexfxfxg −−′=′ . Значить ( ) ( )xfxf =′ . 
   9.13 Нехай ( ) ( ) ( ) ( )( )xfxfxfxg n++′+= ... , тоді 

( )
( ) ab
ag
bg

−=ln , звідки ( ) ( ) abeagbg −= . Розглянемо функцію 

( ) ( ) xexgxh −= ; очевидно: ( ) ( ) aeagah −= , ( ) ( ) == −bebgbh  
( ) ( )aheeag bab == −− . За теоремою Ролля знайдеться 
( )bac ,∈  таке, що ( ) 0=′ ch . Але ( ) ( ) ( ) xx exgexgxh −− −′=′ , 

отже, ( ) ( ) 0=−′ −− cc ecgecg , тобто ( ) ( )cgcg =′ . Звідси оче-
видним чином випливає, що ( ) ( ) ( )cfcf n =+1 . 
   9.14 Розглянемо функцію ( ) ( ) ( )xfxaxg b−= . Очевидно, 
що ( ) ( ) 00 == agg . Крім того, функція ( )xg  диференційо-
вна на проміжку ( )a,0 , причому 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )xfxaxfxabxg bb ′−+−−=′ −1 . За теоремою Ролля 

існує точка ( )ax ,00 ∈  така, що ( ) 00 =′ xg , тобто 

( ) ( ) ( ) ( ) 0000
1

0 =−+−− − xfxaxfxab bb , або  
( ) ( ) ( )000 xfxaxbf ′−= , що й треба було довести. 
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   9.15 Маємо yx eexy −=− , або, за формулою скінчен-
них приростів Лагранжа ( )yxexy c −=− , де c  між x  і y . 
Оскільки 1−≠ce , то yx = , тобто ( ) ( )yfxf =  для будь-
якої функції.  

   9.16 Так, наприклад ( )
2

sin xxf = . 

   9.17 Перепозначивши hx −  через x , маємо 
( ) ( ) 22 hxfhxf ≤−+ . Доведемо, що функція ( )xf  дифе-

ренційовна і ( ) 0≡′ xf . Дійсно, при 0>h  
( ) ( ) ( )00

222
2 2

+→→=≤
−+ hh

h
h

h
xfhxf . Точно так же 

( ) ( ) ( )00
22

2
+→→≤

−− hh
h

xfhxf . Тому 

( ) ( ) ( ) x
x

xfxxfxf
x

∀=
Δ

−Δ+
=′

→Δ
0lim

0
 і ( ) constxf ≡ . 

   9.18 Візьмемо довільне 00 >x . Тоді для будь-якого 

0,0 xxx ≠>  знайдеться c  між 0x  і x  таке, що  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2
0000 !2
xxcfxxxfxfxf −

′′
+−′+= , 

звідки  

     ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) 0
2 000

2
0 =−+−′+−

′′
xfxfxxxfxxcf .     (9.1) 

Оскільки ( ) Axf ≤ , то ( ) ( ) AxfxfA 22 0 ≤−≤−  і якщо 

( ) Bxf ≤′′ , то ( )
222
BcfB

≤
′′

≤− . Таким чином, із (9.1) оде-

ржуємо: 

( ) ( )( )

( ) ( )( )⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

≥+−′+−

≤−−′+−−

,02
2

,02
2

00
2

0

00
2

0

AxxxfxxB

AxxxfxxB
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або, 

( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

≥+−′+−

≥+−−′+−−

.02
2

,02
2

00
2

0

00
2

0

AxxxfxxB

AxxxfxxB

 

Якщо позначити txx =− 0 , то враховуючи обидві нерівно-
сті, маємо: 

( ) tAtxftB ∀≥+⋅′+ 02
2 0

2 , 

тому дискримінант квадратного тричлена повинен бути 

недодатним: ( )( ) 02
2

42
0 ≤⋅⋅−′ ABxf , або ( )( ) ABxf 42

0 ≤′ , 

тобто ( ) ABxf 20 ≤′ . 

   9.19 Позначимо ( ) ( )( )2xfxg ′= . Маємо 
( ) ( ) ( ) 02 =′′′=′ xfxfxg , тобто ( ) constxg ≡  і ( ) constxf ≡′ , 

так що ( ) baxxf += . 
   9.20 Умовам задачі задовольняє, очевидно, функція 
( ) 0≡xf ; доведемо, що інших функцій з такими властиво-

стями нема. Зауважимо, що якщо б така функція знай-
шлась, то ( )xf  і ( )xf ′′  мали б на ( )ba ,  однакові знаки. 
Припустимо, що ( )xf  приймає на ( )ba ,  додатні значення, 
тоді в деякій точці ( )bax ,0 ∈   ( )xf  досягає локального 
максимуму, причому ( ) 00 >xf . В той же час, в точці лока-
льного максимуму ( ) 00 ≤′′ xf , тобто ( )0xf  і ( )0xf ′′  мають 
різні знаки. Аналогічно розглядається випадок, коли ( )xf  
приймає на ( )ba ,  від’ємні значення. 
   9.21 Так, завжди, наприклад:  
               ( ) ( ) ( ) ( ) xxfxhxxfxg cos,sin == . 
   9.22 Зауважимо, що функція ( )xf  має бути строго мо-
нотонною, оскільки із рівності ( ) ( ) ,, 2121 xxxfxf ≠=  ви-
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пливало б ( )( ) ( )( ) 21
21

xx exffxffe −− === , що неможливо. 
Якщо ( )xf  зростаюча, то із нерівності 21 xx <  маємо: 
( ) ( )21 xfxf <  і  ( )( ) ( )( ) 21

21
xx exffxffe −− =<=  – супереч-

ність. А якщо ( )xf  спадна, то із нерівності 21 xx <  одер-
жуємо: ( ) ( )21 xfxf >  і ( )( ) ( )( ) 21

21
xx exffxffe −− =<= що 

теж неможливо. Отже, такої функції не існує. 
   9.23 Передусім зазначимо, що для будь-якого 

( ) 1
2
1

≤≤ xfx . Тоді 

( ) ( ) ( ) ( )( ) =+−++=++=+ 2

2
12 axfaxfaaxfaxf  

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+−−++=

2
22

2
1

2
1

2
1 xfxfxfxf  

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) =+−−−−−++= 222

4
1

2
1

2
1 xfxfxfxfxfxf  

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )xfxfxfxfxf =−+=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+=+−+=

2
1

2
1

2
1

2
1

4
1

2
1 2

2 . 

Отже, функція періодична з періодом a2 . 
   Приклад такої функції при 1=a : 

( ) [ )

[ )
Ζ∈

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

++∈

+∈
= n

nnx

nnx
xf

,22,12,1

,12,2,
2
1

. 

   9.24 Так, наприклад 

( )
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−=
= + .,,10

,,0

натуральніnіmде
n
mxякщо

ьнеірраціоналxякщо
xf nm  

   9.25 Нехай 210 xx << . Оскільки графік функції 
( )xfy =  вгнутий, то частина графіка, яка відповідає про-

міжку ( )2,0 x  лежить під хордою, що з’єднує точки 
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( )0,0O  і ( )( )22 , xfxA  графіка. Рівняння хорди 
( )

x
x
xf

y
2

2= . Очевидно, точка на графіку з абсцисою 1x   

лежить нижче точки на хорді з такою ж абсцисою, тобто 

виконана нерівність ( ) ( )
1

2

2
1 x

x
xf

xf < . Звідси зразу випли-

ває 
( ) ( )

2

2

1

1

x
xf

x
xf

< , що і потрібно було довести.   

   9.26 Не існує. Припустимо супротивне, що існує непе-
рервна функція ( ) RRxf →:  така, що при раціональному 

( )xfx  ірраціональне, а при ірраціональному ( )xfx  
раціональне. Подивимось, яким може бути множина зна-
чень ( )xf . Оскільки множина раціональних чисел злічен-
на, то образ множини раціональних чисел не більш ніж 
зліченний. Образ множини ірраціональних лежить в мно-
жині раціональних чисел, тобто знову ж таки не більш як 
зліченний. Отже, множина значень ( )xf  не більш як злі-
ченна. Але множина значень неперервної функції є промі-
жок, який складається із однієї точки або континууму то-
чок. Таким чином, ( )xf  може приймати тільки одне-єдине 
значення. Але це суперечить тому, що ( )xf  приймає як 
раціональні, так і ірраціональні значення. Значить, такої 
функції не існує. 
   9.27 Доведемо, що функції f  і g  мають однакові пері-
оди. Нехай період функції f  дорівнює T . Маємо 
( ) ( ) 0→− xgxf  при +∞→x , ( ) ( ) 0→+−+ TxgTxf  при 

+∞→x . Віднімаючи від другого співвідношення перше і 
враховуючи, що ( ) ( ) 0=−+ xfTxf , одержимо, що при 

+∞→x  ( ) ( ) 0→−+ xgTxg . Але функція 
( ) ( ) ( )xgTxgxh −+=  періодична, оскільки g  є періодич-

ною функцією. Очевидно, періодична функція може мати 
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границю 0 на нескінченності, якщо тільки вона тотожно 
рівна нулю. Таким чином, ( ) ( )xgTxg ≡+ , тобто функція 
g  теж має період T . Покладемо тепер ( ) ( ) ( )xgxfx −=ϕ . 
Ця функція періодична ( з періодом T ), прямує до нуля 
при +∞→x , отже gf ≡≡ ,0ϕ . 
   9.28 Так, може. Наприклад ( ) xxxf sin2= . 
   9.29 Доведемо твердження індукцією по n . При 2,1=n  
його легко перевірити: 

( ) ( ) 3

1

2

1
2

1

2

11
11

2

1
1 ,

x
e

x

e
x
ex

x
e

x
eexe

x
ee

x
x

x

xx
xx

x
x =

−−
−−=

′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

″
−=

′ . 

Нехай рівність доведена для 1−= kn , доведемо її для 
kn = : 

( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )
=+⋅=⋅=

−−−−− 112121211 kxkkxkkxkkxk exkexxexxex  

( )( )( ) ( ) ( ) ( ) =−+
′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=−+

′
= −−−−−

k

x
k

k

x
k

k

x
kkxk

x
ek

x
ex

x
ekexx

1
1

1
1

1
1112 111  

( ) ( ) =−+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−−= −−−−−

k

x
k

x
kxkk

x
ek

x
exekxx

1
1

2

1
111 11  

( ) ( ) ( ) ( ) 1

11
1

1

11

1111 +
−

+ −=−+−+−= k

x
k

k

x
k

k

x
k

k

x
k

x
e

x
ek

x
e

x
ek . 

Рівність доведено. При доведенні використана формула 
Лейбніца для похідних вищих порядків добутку двох фун-
кцій. 
   9.30 Зауважимо, що всякий многочлен непарного степе-
ня має хоча б один дійсний корінь і приймає як додатні, 
так і від’ємні значення. Припустимо, що для многочлена  
( )xF  степеня n  при будь-якому дійсному x  виконується 

умова ( ) ( ) ( ) ( )xFxFxFxF ′′′>′′′ . Тоді многочлен 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )xFxFxFxFxQ ′′′−′′′=  повинен мати парний сте-

пінь. Можна вважати, що коефіцієнт при старшому члені 
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nx  дорівнює 1, оскільки в противному випадку можна по-
ділити на нього ( )xF  – умова при цьому збережеться. Ко-
ефіцієнт при 32 −nx  у многочлена Q  дорівнює 

( ) ( )( ) ( ) ( ) nnnnnnnnnnnn 2223211 223232 −=+−−−=−−−− . 
Тому степінь многочлена Q  дорівнює 32 −n (тобто він не-
парний) при 1>n . Легко перевірити, що для многочленів 
( )xF  нульового і першого степеня умова виконуватись не 

може. Отже, многочлена із вказаною властивістю не існує. 
   Неважко впевнитись, що функція ( ) xeexF

−

= вказаній не-
рівності задовольняє. Дійсно ( ) ( ) xexFxF −−=′ , 

( ) ( )( )xx eexFxF 2−− +=′′ , ( ) ( )( )xxx eeexFxF −−− ++−=′′′ 323 , 
звідки  

( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ).

3 322322

xFxF
eeexFeexFxFxF xxxxx

′′′=
=++−>+−=′′′ −−−−−

 

   9.31 Якщо ( )xf  міняє знак, то вона в якійсь точці обер-
тається в нуль, тому строга нерівність неможлива. Таким 
чином, ( )xf  не міняє знак. Оскільки добуток ff ⋅′′  не 
зміниться при заміні f  на f− , можна вважати, що 
( ) Rxxf ∈> ,0 . Тоді ( ) 0>′′ xf , тобто графік функції 

вгнутий. Оскільки ( )xf  періодична і неперервна ( останнє 
випливає із диференційовності ), то ( )xf  має локальний 
максимум в деякій точці c . В цій точці ( ) 0≤′′ cf , що су-
перечить умові, тобто періодична функція не може задово-
льняти вказану умову. 
   9.32 Оскільки ( ) 0≥′′ xf , то ( )xf ′  зростає на [ ]1,0 , тобто 

( ) 1≥′ xf . Інтегруючи цю нерівність в межах від 0 до x , 
одержуємо ( ) ( ) xfxf ≥− 0 , або ( ) xxf +≥1 . Звідси 

( ) ( )
2
31

1

0

1

0

=+≥ ∫∫ dxxdxxf . Але оскільки ( )
2
31

0

=∫ dxxf , то 

приходимо до рівності ( ) xxf +=1 . 
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   9.33 Нехай така функція існує. При 
( ) ( ) ( )xfxfx 111,0 θ′+=∈ , ( )x,01 ∈θ , а при 
( ) ( ) ( )( ) ( )2,,212,1 22 xxfxfx ∈−′+=∈ ϑθ , звідки відпо-

відно ( ) ( ) 1,1 −≥−≥ xxfxxf  і 

( ) ( ) ( ) ( )
2
11,

2
11

2

1

2

1

1

0

1

0

=−≥=−≥ ∫∫∫∫ dxxdxxfdxxdxxf , 

причому рівності не можуть виконуватись одночасно, бо 
тоді ( ) xxf −≡1  при [ ]1,0∈x  і ( ) 1−≡ xxf  при [ ]2,1∈x  і 
порушується умова неперервної диференційовності 
( )xf .Тому  

( ) ( ) ( ) 1
2
1

2
12

1

1

0

2

0

=+>+= ∫∫∫ dxxfdxxfdxxf , 

що суперечить останній умові. Отже, не існує функції 
( )xf , яка б задовольняла поставленим умовам.  

   9.34 Розглянемо функцію ( ) ( ) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡∈=

2
,0,sin πxxfxg . За 

теоремою Лагранжа знайдеться ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡∈

2
,00
πx  таке, що 

( ) ( )
2

0
2 0

ππ
⋅′=−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ xggg . Але ( ) ( ) ( )1

2
,00 fgfg =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=
π ,  

( ) ( ) xxfxg cossin ⋅′=′ . Тоді, якщо позначити tx =0sin , 

одержимо ( ) ( ) ( ) 2
000 1cossin ttfxxfxg −′=⋅′=′ . Врахо-

вуючи це, маємо ( ) ( ) ( )tftff ′⋅−=− 21
2

01 π , де [ ]1,0∈t . 

   9.35 При ( ) 01sin0 =<≤ xyx ; при ( ) 11sin == xyx ,  
отже 

( )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ±±=+=

=
.0

,...,2,1,0,
2

1

випадкупротивномув

nnxпри
xy

ππ
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Графік функції зображено на рисунку 9.1. 

 
Рисунок 9.1 

   9.36 Очевидно 

( )

( )

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

−≤

<=

==

>−=

−
∞→

.1
,10

,10

,11
2

1lim

xприіснуєне
xпри
xпри

xприx

xarctgx n

n

π

 

Графік зображено на рисунку 9.2. 

 
            Рисунок 9.2                                    Рисунок 9.3 
 
   9.37 Розглянемо поведінку ( )xy  на різних проміжках: 

   1) 1
2

1lim:10
2

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++=<≤

∞→
n

n
n

n

xxyx . 

   2) 1
2
111lim:1 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛++==

∞→
n

n

n
yx . 
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   3) xx
x

xyx n

n

nn
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛++=<<

∞→ 2
11lim:21 . 

   4) 2221lim:2 =⋅+==
∞→

n n

n
yx . 

   5) 
2

122
2

lim:2
2

2

2 x
xx

xyx n

nn

n
=+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=>

∞→
. 

   6) 1:01 =<<− yx . 
   7) :12 −≤≤− x   границя не існує. 

   8) 
2

:2
2xyx =−< . 

Графік зображено на рисунку 9.3. 
   9.38 Очевидно 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

<
+

=

=
>=

−++∞→

.0
1

,0
,00

1
lim

2

2

xпри
x
x

xприіснуєне
xпри

ex
x

xαα
 

Графік зображений на рисунку 9.4. 

 
                  Рисунок 9.4                                    Рисунок 9.5 
 
   9.39 Функція визначена при [ ]1,1−∈x . При всіх таких x   

( ) ( ) 121arccoscos2arccos2cos 22 −=−== xxxy . 
Графік подано на рисунку 9.5. 
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   9.40 Враховуючи, що 
α
ααα 2

3

31
33

tg
tgtgtg

−
−

= , маємо 

2

3

31
3

x
xxy

−
−

= . 

Легко встановити, що графік функції має дві вертикальні 

асимптоти 
3

1
±=x , причому правосторонні границі в то-

чках 
3

1
±  рівні ∞− , а лівосторонні – ∞+ , також похилу 

асимптоту xy
3
1

= . Крім того, похідна функції всюди дода-

тна, отже функція всюди зростаюча. Графік зображено на 
рисунку 9.6. 

 
Рисунок 9.6 

 
   9.41 Знайдемо область визначення функції: 

⇔+<+<⇔>⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⇔>+ nxnxxx πππππ 2

4
20

4
sin20cossin  

Ζ∈+<<−⇔ nnxn ,
4
32

4
2 ππππ . 

Для x  із області визначення маємо: 
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( ) ====
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++ 4

sin2ln
4

sin2logcossinlog
2 ππ xxgxx eeey

e
e  

xxx 2sin1
2

2cos1
4

sin2 2 +=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

ππ
. 

Графік зображений на рисунку 9.7. 

 
Рисунок 9.7 

 
   9.42 Функція терпить розрив в точці 1=x . Причому 

21
1lim

01

π
=

−
+

−→ x
xarctg

x
,  

21
1lim

01

π
−=

−
+

+→ x
xarctg

x
. 

Зауважимо також, що 
41

1lim π
−=

−
+

∞→ x
xarctg

x
. Легко встано-

вити також, що функція всюди зростаюча, точок перегину 
графік не має. Графік зображено на рисунку 9.8. 

 
                 Рисунок 9.8                                Рисунок 9.9 
 
   9.43 Функція, очевидно, парна. При ( ) ,0 1 xxxfx =>   
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( ) xx
x
xxf 1

2

ln1−
=′ . При ( ) 00 →→ xfx ; на ( )e,0  ( )xf   

зростає до максимального значення ee1  і на ( )∞+,e  спа-
дає, прямуючи до 1. Графік зображений на рисунку 9.9. 

   10.1 Зауважимо, що ( ) xxxxx coscossin =′+ . Тоді  

( ) ( )
=

+
⋅=

+ ∫∫ 22

2

cossin
cos

coscossin xxx
xdxx

x
x

xxx
dxx  

( )

=

+
−=

+
=

+
==

=

xxx
v

xxx
xdxxdv

dx
x
xxxdu

x
xu

cossin
1,

cossin
cos

cos
sincos,

cos

2

2

 

( ) ( )
( )

( ) .
coscossin

sincossin
cossincoscoscossincos 2

C
xxxx
xxxxxCtgx

xxxx
x

x
dx

xxxx
x

+
+

++−
=++

+
+

−
=+

+
−= ∫

 

   10.2 Перетворимо підінтегральну функцію 

( ) ( )3 3
1 1

cos sin cos sin 1 cos sinx x x x x x
=

+ + ⋅ − ⋅
=

( )
( )( )

( )
( )( ) =

⋅−+
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⋅−+
⋅−+

=
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sincos1sincos3
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⎟
⎠
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⎜
⎝
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+
+
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=
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=
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Тому ( )
3 3

cos sin1
cos sin 3 1 cos sin

x x dxdx
x x x x

+
= +

+ − ⋅∫ ∫  

( )
( )

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅

+
−+
−

=
+ ∫∫∫

4
sin23

2
cossin1
cossin

3
2

sincos3
2

2 πx

dx
xx
xxd

xx
dx  

( )1 2 sin cos 2 ln
3 2 8

xarctg x x tg Cπ⎛ ⎞⎛ ⎞= − + + +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

. 
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   10.3 Скористаємось тим, що 

( )( ) xxarctgxxarctgx 21 2 =
′

−+ . Отже, 

( )[ ] ( )[ ] =
−+

⋅=
−+

∫∫ 2222
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   10.4 ∫ ∫∫
+++

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+= dxe

x
xdxedxe

x
xI x

x
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x
x

x 1

2

11 1111 . 

Розглянемо другий інтеграл: 

∫∫
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⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=
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=⎟
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Тоді CxedxexedxeI x
x

x
x

x
x

x
x

+=−+=
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∫∫
1111

. 

   10.5 Очевидно  

            ∫∫∫∫ −
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−
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−
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xdx
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111
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1 . 

Другий інтеграл:  
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Таким чином,  
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   10.7 При 1−=a  інтеграл, очевидно, “береться”: 
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Якщо ж 1−≠a , то аналогічно одержуємо: 
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Останній інтеграл заміною tx ln=  зводиться до інтеграла 

∫ t
dt
ln

, який, як відомо, “не береться”. 
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   10.8 Очевидно 
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Даний інтеграл буде раціональною функцією, якщо роз-
клад на суму найпростіших дробів матиме вид: 
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Оскільки після зведення до спільного знаменника чисель-
ник правої частини рівності не міститиме члена з 3x , то з 
необхідністю 0=a . Враховуючи це, маємо рівність 

( ) ( )222 11 −++=++ xBxAdcxbx . Звідси bBA =+ , 
cBA =− 22 , dBA =+ , тобто повинна виконуватись умова 

db = . Отже, інтеграл є раціональною функцією, якщо 
dba == ,0 . 

   10.9 При інтегруванні на проміжках, симетричних від-
носно нуля часто застосовують тотожність 
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Таким чином,  
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   10.10 ∫∫∫
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Легко перевірити, що функція ( )
1

2

+
= x

x

e
xexf  непарна, тому 

перший інтеграл дорівнює нулю. При обчисленні другого 
інтеграла скористаємось тотожністю (10.1): 
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рівнює нулю в силу непарності підінтегральної функції. 
   10.12 Застосуємо тотожність (10.1): 
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   10.13 За тою ж тотожністю (10.1) маємо: 
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   10.14 Як і вище, одержуємо: 
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   10.15 Як і в попередніх задачах, маємо: 
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   10.17 Як і в попередній задачі, одержуємо: 
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   10.19 Аналогічно, як і вище, маємо:  
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   10.23. Як і в попередній задачі одержуємо: 
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   10.25 Зробимо заміну tx += π  і застосуємо тотожність 
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   10.26 Зробимо підстановку tx −= 1  і застосуємо рів-
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( ) ( )
8
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попередню задачу). 
   10.32 
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⎟
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⎜
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   10.33 ( )
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= ∫ tbaxdx
xbfaxf

axfI
b

a 2
 

dt
tabftabf

tabfab

ab
∫
−

−
− ⎟

⎠
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   10.34 Зауважимо, що xx e
x
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⎠
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   10.35 Скористаємось тотожністю (10.1):  
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⎟
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1 , що 

і потрібно було довести. 
   10.36 Вважаємо, що ba < , крім того, для існування ін-
теграла необхідно, щоб виконувалась умова 2π<− ab ; 
отже 20 π<−< ab . 

( ) ( ) ( ) ( )( ) =+−+−
=

−⋅− ∫∫
b

a

b

a baxab
dx

xbax
dx

2coscos
2

coscos
 

( ) ( ) ( ) =
+−

=
+−

==+−= ∫∫
−−

−

abab

ba tab
dt

tab
dttbax

0 coscos
2

coscos
2

( ) ( ) =
−+−+

=== ∫
−
2

0
22 1cos1

4
2

abtg

zabz
dzttgz  

( ) ( )( ) =
−−−−+

= ∫
−
2

0
2cos1cos1

4

abtg

zabab
dz  



 274

( ) ( )
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−
2

02

2ln

2
2

1
cos1

4

abtg

abctgz

abctgz

abctgab
 

( )( ) ( )
( )

=
−
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. 

   10.37 Можна застосувати той же прийом, що застосову-
вався при обчисленні інтеграла в 10.29. Обчислимо інтег-

рал іншим способом: 
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Отже, II −=
2
π , звідки знаходимо 4π=I . 
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   10.38 Нехай ( ) ( )
( )

( )

∫∫ +=
bf

af

b

a

dxxgdxxfI . В другому інтегралі 

зробимо заміну ( )tfx = , тоді ( ) txg = , 

( ) ( ) btbfxatafx =⇒==⇒= , , і ( )
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a
dttftft

tfvdttfdv
dtdutu

,
,

.  

Таким чином,  
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b
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a

bf
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( ) ( )aafbbf −= , що і вимагалось. 

   10.39 ( ) ( )
0
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∫∫
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−+−+ ==
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=− dtat
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tnxxn  

в силу непарності підінтегральної функції. 
   10.40 Із умови задачі випливає, що функція 
( ) ( ) batftg −+=  буде непарною на [ ]aa ,− . Отже, маємо 

( ) ( )( ) ( )( ) =+==−+=−+= ∫∫∫ atxdxbxfabdxbxfbdxxf
aaa 2
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2
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2  

( )( ) abdtbatfab
a

a

22 =−++= ∫
−

, 

оскільки останній інтеграл дорівнює нулю. 
   10.41 Скористаємось тотожністю ( ) π=−+ aarcctgaarcctg . 
Отже, 
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( ) ( )( )
2
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ππ

==−+= ∫∫ dxdxxarcctgxarcctg . 

   10.42 Зауважимо, що невласний інтеграл є збіжним, 

оскільки ( ) 01:sinln →αx
x  при 0+→x  ( 10 << α ). Очеви-

дно ( ) ( ) ( )∫∫∫ +==
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Одержано рівняння 
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   10.43 Очевидно 
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   10.44 ( ) ( )( ) =−==
− ∫∫∫
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Останній інтеграл обчислено в 10.42. 
   10.45 Скористаємось тотожністю (10.1), а також резуль-
татом, одержаним в 10.42: 
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   10.46 Розглянемо різницю ( ) ( ) =− ∫∫
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непарності підінтегральної функції. 
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оскільки підінтегральна функція непарна. 
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   10.50 Очевидно 

( )

( )

∑ ∫∫∫
=

+

−

+==
1006

1

12

120

2013

0 sin
2013sin

sin
2013sin

sin
2013sin

k

k

k

dx
x
xdx

x
xdx

x
xI

π

π

ππ

. 

Але 

( )

( )

∫∫∫ ==+==
−

+

−

ππ

π

π

π

π
0

12

12 sin
2013sin2

sin
2013sin2

sin
2013sin dt

t
tdt

t
ttkxdx

x
xk

k

. 

Отже, 

∫∑ ∫∫ =+=
=

πππ

0

1006

1 00 sin
2013sin2013

sin
2013sin2

sin
2013sin dx

x
xdx

x
xdx

x
xI

k
. 

Нехай ( )
∫

−
=

π

0 sin
12sin dx
x
xnJn , зауважимо, що π=1J ; і 

( ) ( )
=

⋅
=

−−+
=− ∫∫+

ππ

00
1 sin

2cossin2
sin

12sin12sin dx
x
nxxdx

x
xnxnJJ nn  

02cos2
0

== ∫
π

dxnx . Тому ( ) π
π

=
−

∫
0 sin

12sin dx
x
xn  при будь-

якому натуральному n , Зокрема і π
π

=∫
0 sin

2013sin dx
x
x . Та-

ким чином, π
π

2013
sin
2013sin2013

0

=∫ dx
x
x . 
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   10.55 
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2

1 π
=+

x
arctgxarctg  при 

0>x . отже,  

( ) ( ) ( ) =
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=
+

+
+

= ∫∫∫ +++ dx
x

x
arctgxarctgx

dx
x

x
arctgx

dx
x

xarctgxI m

m

m

m

m

m 1

0
12

1

0
12

1

0
12 1

1

1

1

1

( ) ( )
( )

( ) ( ) =
+

=
++

=
+

= ∫∫ +

+

+

1

0

1

0
21

11

0
12 1211212

xarctg
m

dx
x
xd

mx
dxx

m

m

m

m πππ  

( )18

2

+
=

m
π . 



 282

   10.56 Застосуємо формулу інтегрування частинами:  

−⋅=
=

+
=

+
==

=
+

=
∞+

∞+

∫ 0

2

2

4
2

0
2

2

,
1

1
2,

1
xarctgxarctg
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x
dxdv

x
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dx
x

xarctgI  

∫
+∞

+
−

0
4 1

2 dx
x

xarctgx . Але ∫
+∞

=
+0

2

4 161
πdx

x
xarctgx  (див. 10.55 при 

1=m ). Таким чином, 

88416
2

2222

0
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=−=−⋅=

∞+
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   10.57 
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   10.58 
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   10.59  

   ( )( ) ( )( ) 842
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11 0
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0
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===

++ ∫∫
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(див. попередню задачу). 

   10.60 Застосуємо тотожність (10.1): ( )( ) =++∫
+∞
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dx
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a x

x

x
, що дійсно не зале-

жить від a . 
   10.61 Збіжність даного невласного інтеграла рівносиль-

на збіжності інтегралів ∫ +
=

1

0
221

ln dx
ax
xI  і ∫

∞

+
=

1
222

ln dx
ax
xI . 

   Нехай 10 << λ . Тоді 0ln1:ln
2222 →

+
⋅

=
+

⋅

ax
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x λ

λ  при 0→x . 

   Якщо ж 21 << λ , то 0ln1:ln
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2

22 →⋅
+

=
+ −

⋅

λλ x
x

ax
x

xax
x  при 

+∞→x . 
   Тому за ознакою порівняння інтеграли 1I  і 2I  збігають-
ся, а це означає, що збігається і даний невласний інтеграл. 
Знайдемо його значення: 
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   10.62 ( )
( )( )∫∫
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Тому 01
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⎞

⎜
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dx
xxx βα . 

   Зауважимо, що невласний інтеграл ( )
( )( )∫ ++

−
=

1

0 11 xxx
dxxxI βα

αβ

 

є збіжним. Дійсно, якщо βα = , то 0=I . Якщо ж βα ≠ , 
то досить порівняти підінтегральну функцію з функцією 

γ−11 x , де { }βαγ ,min= . 
   10.63  Для всіх 0x >  маємо: 
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Таким чином, одною з первісних для підінтегральної фун-

кції є функція ( ) 0,
2
1

2 >⎟
⎠
⎞

⎜
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⎛ +

−
= xarctgx

x
xarctgxxF . Оскі-

льки  
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   10.64 а) Очевидно 
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   б) При 1>x  маємо 
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Звідси легко одержуємо 
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   10.65 
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Очевидно мають місце оцінки: 
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Застосувавши їх, одержуємо 
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, звід-

ки зразу випливає, що 1
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   10.66 Зауважимо, що 

( ) ( ) ( )∫∫∫ ===
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ϕϕϕϕϕϕ dfdfdxxfI . 

Звідси маємо: 
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=≤+= ∫∫ ddffI , 

тобто 4π≤I , що і потрібно було довести. 

   10.67 За умовою ( )∫
+∞

′′
0

dxxf  збіжний абсолютно. Це 

означає, що ( )xf ′  має скінченну границю при ∞+→x , а 
тому обмежена: ( ) [ )∞+∈≤′ ,0, xMxf . Тоді 
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Тут перший доданок обмежений:
 
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, 

а другий доданок є збіжний невласний інтеграл в силу оцінки
 
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і збіжності останнього інтеграла.
   11.1 а),  б)  Очевидно

  10ln10lnln10lnln10lnln ln

10 neee nnn n

  . 
Враховуючи, що 310ln2  , маємо: 

    














1

110ln
1 1

10lnln

1

10 nn n
n nn

nn
 – ряд збіжний, оскільки

1110ln  .

   














1

210ln
1

10ln

2

1
ln

2 1

10 nnn
n nn

nn
 –  ряд  розбіжний,  бо

1210ln  .

   в) Як відомо, ряд  


2 ln

1

n
pnn

 збіжний при 1p  і розбі-

жний при 1p . Оскільки 
31



                10ln10lnlnln10lnlnln10lnlnln ln10
lnln

neee nnn n

  , то

       
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3 3

10lnlnln ln
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1

n n
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 –  ряд  збіжний,  оскільки

110ln  .  

   11.2 а)  Оскільки  
x

x

ln

3

 при  x  (  що легко

встановити за допомогою правила Лопіталя ), то починаю-

чи з деякого n  буде виконана нерівність 
2ln

12

ln

3


n

n
. Звідси

nn ln122ln3  , або 123

2 nn  .
   Тобто, починаючи з якогось номера, члени даного ряду

задовольняють  умову  212

1010 1

2
0 3

nn

nn
n

 .  Але  ряд  

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n n
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   б) Очевидно   nnnn n lnln!ln  , тому  
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.

Оскільки ряд  


2 ln

1

n nn
 розбіжний, то і даний ряд розбіж-

ний.

   в) Спиратимемось на той факт, що 1lim 


n

n
n  (що легко

довести, ввівши неперервну змінну і застосувавши правило

Лопіталя). Порівняємо даний ряд з розбіжним рядом 
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n n
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nn . Отже, даний ряд розбіжний.

   г) Очевидно, для будь-якого натурального nnn ln , то-

му   
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1
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 n
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
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n nn
 збіжний, то і даний ряд збіжний.
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   11.3  Використовуючи геометричний зміст визначеного
інтеграла,  легко  встановити,  що

nnxxdxxn
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  збігається, то і даний ряд збігається.

   11.4 Очевидно,     !!!22!!12  nn , тоді 
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Оскільки ряд 
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 розбіжний, то і даний ряд розбіжний.
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  nnxn  1
2




 і  22

11

nxn

 . Тому розглядуваний ряд ма-

жорується збіжним рядом 


1
2

1

n n
 і, значить, збіжний.

   11.6 Очевидно,  01coscos,10 1   nnn aaa  і
0lim 


n

n
a , так що ряд розбігається.

   11.7 Нехай 1q . Тоді при 1q  можна вказати таке

0n ,  що    nan ln1ln   при  0nn  ,  тобто  n
an

1
 ,  і  ряд

збіжний, бо мажорується збіжним рядом 


1

1

n n .

   При  1q  вибираємо довільне    ( 1q ); тоді, почи-

наючи з деякого 0n    nan ln1ln  ,  n
an

1
 , і ряд розбіж-

ний.
   11.8 В силу нерівності Коші-Буняковського-Шварца
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







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































n

k

n

k
k

n

k
k

n

k

k

k
a

k
a

k

a

1
2

1

2

1

2

1

11
,

тобто  



n

k

n

k
k

n

k

k

k
a

k

a

1
2

11

1
.  В  останній  нерівності

перейдемо до границі при n ; оскільки границя правої
частини існує і скінченна, а в лівій частині фігурує частин-
на  сума  ряду  з  додатними  членами,  то  існує  скінченна

границя 




n

k

k

n k

a

1

lim , що означає збіжність даного ряду.

   11.9 Доведемо індукцією по n , що 11 2
2

3
  nnn uuu .

При  3,2n  нерівність,  очевидно,  виконується;  нехай
вона  виконана  при  kn  ,  доведемо  її  для  1kn .
Справді, додаючи почленно нерівності

212 2
2

3
  kkk uuu  і 11 2

2

3
  kkk uuu , 

одержуємо: 

   12112 2
2

3
  kkkkkk uuuuuu , або

kkk uuu 2
2

3
1   ,

що і потрібно було довести. Звідси маємо: 
1

1

1

3

3

2

2

1 2

3

2

3
...

2

3

2

3

2

3


 




































nn

nnnn uuuuu

і  
1

1

3

2













n

nu .  Тому ряд  






1

1

n
nu  збігається,  бо мажорує-

ться збіжним рядом 















1

1

3

2

т

т

.

   11.10 Маємо:      nnnnn 2222 coscos 




























nnn

n

nnn

n
2

2

2

2

2
sincos


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  















































nnn

nnnn

nnn

n
2

2
2

2

2

2

2
sin

2

1
sin 

    

































 2

2

2

2

2
2

2
sin

2
sin

nnn

n

nnn

nnn 
 .

Таким чином,   
 

























1
2

2

2

1

22

2
sincos

nn nnn

n
nn


 , і,

оскільки   2

2

2
2

2

64
~

2
sin

nnnn

n 















 при n , то ряд збі-

жний.

   11.11 Наприклад:  


2
2ln

1

n nn
.

   11.12 Перетворимо загальний член заданого ряду до ви-
гляду:

       nnnnna n
n  22 cos1cos

   







































 1

2
1

1
1cos1cos1

nnnn

n nn
 .

Оскільки  послідовність  додатних  чисел  
























 1

1
1

1
n



монотонно зростає і прямує до 
2


, то послідовність додат-

них чисел  








































 1

1
1

1cos
n

  монотонно спадає і  пря-

мує до нуля. Отже, згідно з теоремою Лейбніца, даний ряд
збігається.

   Оскільки 2 2

1 1 1 1
1 1

2 8
o

n n n n
� �     � �
� �

, то 

  
























 1

1
1coscos 2

n
nnnnan 
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n

8
~

1

8
sin1

1

8

1

2

1
1cos

22


 












































 .

Тому ряд, утворений з абсолютних величин членів задано-
го ряду, є розбіжним. Отже, даний числовий ряд збігається
умовно.
   11.13 Загальний член даного ряду може бути пере-
творений до вигляду (див. розв’язок попередньої задачі):

 1 1
sin

8

n

na o
n nn

 � ���  ��� �
��� �

.

Оскільки 238
~

n
an


, то даний ряд є абсолютно збіжним.

   11.14 
 

   







 

 x

x

n

nnnn
nna

333 2

33

11

1
1

3

2

33

2

1
11

1

x
x

n
n

n
n

n
























 



.

   Якщо 0x � , то не виконується необхідна умова збіжності
ряду.

   Якщо 0x  , то 2 3

1
~

3n x x
a

n
. Отже, при 

3

2
x   ряд є збіж-

ним; при 
3

2
x �  ряд є розбіжним.

   11.15   









x

n nn
n

a 1sin
1

xx

n
o

nnnnn 




























1

2

11

1

1
sin

1
.

Якщо  0x � , то не виконується необхідна умова збіжності

ряду. Якщо 0x  , то 22

1
~

xxn n
a . Отже, при 2 1x  , тобто

2x  , ряд є збіжним; при 2 1x � , тобто 2x � , ряд є розбі-
жним.
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   11.16   


n

k
n nnnS

1

122

             1223

             2334

             3445

            .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .
             11 nnnn

1221112  nnnnnn .

Тоді  


12lim21lim nnSS
n

n
n

      

21021
12

1
lim21 




 nnn
.

   11.17 а)        1

11

1

1

11

1









 nnnn

nn

nnnn
,

тому 
1

1
1

1

11
...

3

1

2

1

2

1
1







nnn
Sn  і

1
1

1
1limlim 












 n
SS

n
n

n
.

   б)          


 2121

1

1221

1

nnnnnnnn

2

1

1

1







nn
. Тоді 

2

1

2

1




n
Sn  і 

2

1
S .

   11.18 Скористаємось тотожністю

yarctgxarctg
xy

yx
arctg 





1
.

а) 
   

  
   11

111

112
2





 narctgnarctg

nn

nn
arctg

n
arctg , 

тоді
        02 arctgarctgSn  
              13 arctgarctg  
              24 arctgarctg

              35 arctgarctg

             .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .
               2narctgnarctg  
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      1111 arctgnarctgnarctgnarctgnarctg  .
Отже,

  
4

3

422
11lim





arctgnarctgnarctgS

n
.

б)
   

  
   1212

12121

1212

2

1
2





 narctgnarctg

nn

nn
arctg

n
arctg

.
Як і в п. а), одержуємо   112 arctgnarctgSn  , звідки, 

перейшовши до границі при n , маємо 
442


S .

   11.19 Скористаємось тотожністю

   1,0,,arcsinarcsin11arcsin 22  yxyxxyyx

.

   а) 
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22 























nnnnnn

.

Тоді         
3

1
arcsin

2

1
arcsin

2

1
arcsin1arcsinnS

1

1
arcsin1arcsin
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
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
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1
arcsin1arcsinlim


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
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


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   б) 
 
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 
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Як і п. а) 
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1
arcsin1arcsin


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n
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2


S .

   11.20 Використаємо тотожність
  10,arccosarccos11arccos 22  yxyxyxxy

.

   а) 
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Як і в 11.19 одержуємо 1arccos
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1
arccos 




n
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   б) Маємо
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Таким чином,
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   11.21 Розглянемо    

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
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xf ;  ряд,  який  стоїть

справа  –  геометрична  прогресія  з  першим  членом  
2

x
 і
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знаменником  
2

2x
.  Отже,  при  2x

 
22 221
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x
xf


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
 .  Даний ряд можна почленно дифе-

ренціювати в інтервалі його збіжності:
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   11.22 Розглянемо
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Даний  ряд  можна  двічі  почленно  продиференціювати  на
 ,0 , так що
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   11.23 Очевидно 
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   11.24 Збіжність ряду очевидна. Перетворимо загальний
член ряду:
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суму першого  ряду: 

   
SSS

nnnnn nnnnn 4

3

4

11

4

11

2

11

12

1

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2 























.

40



Таким чином,  
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   11.25 Доведемо спочатку, що загальний член ряду пря-
мує до нуля при n . Для цього покажемо, що для всіх

n
nun 7,1 . Застосуємо метод математичної індукції: при

3,2,1n  нерівність очевидна, нехай вона виконана для
всіх номерів, менших n . Тоді для nu  маємо:
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   Розглянемо  частинну  суму  ряду:  
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Перейшовши тут до границі при n , одержуємо:
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   11.26 Маємо 
x
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
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0
 ( 1x ). Двічі проінтегрує-
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Звідси випливає, що 
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.
Підставивши сюди 21x , одержуємо

 
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.

   11.27  Нехай  p  – чисельник даного дробу,  q  – його
знаменник. Тоді 0sin3   qp , звідки 2qp .
   11.28 Якщо p  – чисельник даного дробу, q  – його 

знаменник, то 0
2

cos
22

2




qp , тобто 
4

2


q

p
.

   11.29 Оскільки ряди, які стоять в чисельнику і знамен-
нику дробу при  1x  розбіжні,  то при  1x  ми маємо
невизначеність  

 .  Для її  розкриття застосуємо правило
Лопіталя:
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   11.30 Припустимо,  що дане число раціональне, тобто

  k

m

n
S

n




1
2!

1
,  де  m  і  k  –  натуральні  числа.  Тоді
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Оскільки  перші  k  доданків  –  цілі  числа,  то  сума
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. Твердження доведено.

   11.31 Маємо:
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причому ряд рівномірно збігається на  1,0 . Тому
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 Або,  враховуючи,  що
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   11.32  Нехай   
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Відносно  xS  одержано лінійне диференціальне рівняння
першого  порядку.  Шукаючи  його  розв’язок  у  виді

     xvxuxS  , одержуємо      Cdtexuexv
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Оскільки    00 S ,  то  0C  і    
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потрібно було довести.

   11.33 Очевидно    
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   Застосувавши ознаку Даламбера до ряду, складеного з
абсолютних величин членів даного ряду, маємо 

  

 
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x
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.

Тобто ряд абсолютно збіжний на всій числовій прямій.
   11.34 а) При kx   ряд, очевидно, збігається. Якщо б
ряд збігався при  kx  ,  то це означало б, що  0sin nx
при  n ,  а  значить  і       xnxn 1sin1sin

0cossin2  nxx  і  0cos nx ,  що  неможливо  в  силу
1cossin 22  nxnx . Отже, ряд збіжний тільки при kx  .

   б)  Якщо ряд збігається  в  точці  x ,  то  0cos nx  при

n , тобто 
2

1

2

2cos1


 nx
 при n , а, з другого боку




nx
nx 2sin

2

2cos1
1cos1 2  nx . Тому ряд ніде не збі-

гається.
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   11.35 Зауважимо,  що    11 ef .  Далі,
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звідси     xxfexf 1 .  Використовуючи  цю  рівність,
знаходимо:      112  fef ,      2223  efef ,

      eeefef 2623334  ,       efef 445

  249264  ee .
   11.36 Маємо: 
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Очевидно
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Отже, 
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   11.37 Маємо: 
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   11.38 Збіжність ряду при всіх x  очевидна. Маємо:
   
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   11.39 Збіжність ряду при всіх  x  очевидна. Із рівності

 cos3cos43cos 3   маємо   cos33cos
4

1
cos3  ,

тобто       xxx kkk 3cos33cos
4

1
3cos 13   . Тоді 

     
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
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

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3
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n

k xxS

     xx cos33cos
4

1

            xx 3cos3cos
3

1 2

              xx 23
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1
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1

              xx 3
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4
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1
3cos
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         .............................
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     
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Очевидно, що   xxS k
k
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4

3
lim 12 


 і

     xxSxS k
kkk

23
2122 3cos

3

1
  .  Оскільки

  03cos
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1 23
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k при k ,  то      xxSxS n

n
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4

3
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

.

   11.40 Оскільки при nn
n xx

n
2

3
3

3
~

3
sin3 , то ряд збіж-

ний  на  всій  числовій  прямій.  Із  тотожності
 3sin4sin33sin   одержуємо

                                                3sinsin3
4

1
sin3  , тобто
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Звідси

     xx
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.

   11.41 Збіжність ряду очевидна. Нехай   

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Далі скористаємось результатом задачі 8.34:
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Звідси     ctgx
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   11.42 Нехай  
 
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xS . Неважко переконатись, що
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.
Отже,  xS  є розв’язком задачі Коші:

          000,10,0  SSSxSxS .

Розв’язавши її, одержуємо   xeexS
x

x

2

3
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2

3

1 2

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   11.43 Збіжність ряду очевидна.  Попередньо знайдемо
деякі добутки. Розглянемо рівність
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Враховуючи,  що  коренями  многочлена  в  дужках  є
...,2,1  , маємо 
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Перейшовши в цій рівності до границі при 1x , одержуємо
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   Аналогічно одержуємо рівність
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із якої при 1x  одержуємо 
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 
 

 

 















































































...
12

1
1...

5
1

1
3
1

1

...
2

1
1...

4
1

1
2
1

1

ln
1

1
1ln1

2

22

222

1
2

1

n

n

nn

n

50



2

8
ln

4

2
lnln






C

B
.

   11.44 Якщо  функція   xf  розкладається  в  ряд  за

степенями  x :    





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n
n xcxf ,  то  

   
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f
c

n

n  ,  звідси
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Очевидно
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При 1x маємо:
     238523631 kk xxxxxxxxf .

Звідси видно, що
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   11.45
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Як і в попередній задачі при 1x  маємо:
  238521374 222222221   kk xxxxxxxxxf 

.
Таким чином,
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   11.46 Розклавши x2cos  в ряд за степенями x , одержу-
ємо

51



   
 

...
!2

2
1...

!6

2

!4

2

!2

2 222866442
2 



k

xxxx
xxf

kk
k

.

Коефіцієнти цього розкладу: 012 kc , 
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21 221

2







k
c

kk

k ,

...,3,2,1k .
Отже,      0012 kf ,

         
 





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!221
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       122121221 121221
  kkkk kkkk ,

...,3,2,1k . 
   Зокрема, при 5k  із другої рівності маємо

    230409520 910 f .

   
   11.47 При 1x  маємо: 

  

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
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
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12012

1

n

n
n

k

k

k

k

xcx , де 
 

12012

1





k

k

nc , якщо

52  kn  і 0nc , якщо 52  kn . Тоді 

     
10051005

1004

5100422013
2013

2012

!2013

2012

1
!2013!2013!20130 


 ccf

.
   12.1 Із цього рівняння знайдемо x  як функцію y . Рівня-

ння можна записати у виді 
22 yx

dy

dx
 , тобто одержано 

лінійне рівняння. Розв’язуючи його, одержуємо  

                        
4

1

22

2
2 

yy
Cex y .

   12.2 Зробимо заміну zxy  , де  xzz   – нова невідома
функція. Оскільки yyxz  , то рівняння зводиться до ви-
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ду  12  zz ,  звідки  xCez 2

2

1  .  Тоді  xe
x

C

x
y 2

2

1  .

Враховуючи початкову умову, одержуємо 1
2

12 Ce , тобто

2

2

1
eC  . Остаточно знаходимо   xe

x
y  121

2

1
.

   12.3 Зробимо заміну zy ln , де  xzz   – нова шукана

функція. Одержимо 
   xq
z

xp

z

z



 , або    xpzxqz   –

маємо лінійне рівняння першого порядку. Розв’язавши його,

отримаємо: 
   

  






  


Cdxxpeez
dxxqdxxq

. Тоді

 
 

 
 






dxxq

dxxq

e

Cdxxpe
y ln , або остаточно

 
 

    Cdxxpe

e
y

dxxq

dxxq







ln  – загальний розв’язок рівняння.

   12.4 Дане  рівняння  можна  записати  у  виді
  0cossin  dyydxyx ,  тут    yxyxP sin,  ,

  yyxQ cos,  .  Оскільки  1
cos

0cos1
























y

y

x

Q

y

P

Q
,

то  рівняння  допускає  інтегрувальний  множник   ,  який
залежить тільки від x . Для його знаходження одержуємо рі-

вняння  1
ln


dx

d 
, звідки  xe . Домноживши на    поча-

ткове  рівняння,  одержуємо  рівняння  в  повних  диференці-
алах:   0cossin  dyyedxyxe xx , загальний інтеграл яко-
го знаходиться просто:    Cyxe x  sin1 .

   12.5 Запишемо  задане  рівняння  у  вигляді

  dxyxdyy
232 13  ,  або     dxyxyd 131

3

1 33  .  Не-

хай  zy  13 , де   xzz   – нова шукана функція. Тоді рі-

вняння набуває вигляду:   dxzxdz 23
3

1
 . Зробимо ще одну
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заміну  змінної:   dxdtdzxtztzx 3,33  .  Тоді

    dtdxtdxtdtdxdxtdxdt
3

1
1,

3

1
,3

3

1 222  . 

Відокремлюємо  змінні  і  інтегруємо:  21
3

t

dt
dx


 ,

 


21
3

t

dt
Cdx .  Звідси  Cxtarctg 3 ,  або,  оскільки

133 3  xyzxt , то   Cxxyarctg  3133 . Остаточ-
но дістаємо загальний інтеграл даного рівняння у вигляді 

 Cxtgxy  3133 .

   12.6 Нехай uxy 2 , де  )(xuu  нова шукана функція
(оскільки  ,0y  то  0x  і  0u ).  Тоді  рівняння приймає
вигляд:

ux

x
xuxxu

2

3
22      або      

udx

du
xu

1
12  .

Відокремлюємо змінні та інтегруємо:

x

dx

uu

udu


 221
;    ;0,ln

21 2


  CC
x

dx

uu

udu

,ln12ln
2

1
1ln

3

1
xCuu 










   ,ln121ln
6

1 2 xCuu 

    ,0,
1

121
6

2
 C

Cx
uu

      

    .
1

121 26

C
uux 

Перейдемо  до  старої  змінної  і  замінимо  
С

1
 на  C :

C
x

y

x

y
x 

















 1

2
1

2

2

2
6 . Отже, загальний інтеграл рівняння:

.)2()( 222 Cxyxy 
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При  0С маємо розв'язки  2ху   і  
2

2х
у  , що відповід-

ають  1и  і  
2

1
и ,  тобто розв’язкам,  які  були  втрачені

внаслідок відокремлювання змінних.
   12.7 Рівняння  має розв’язок 0y  . Нехай 0y  . Зробимо

заміну змінних: y z   2z y , 0z  . Тоді рівняння  пере-

твориться  до  вигляду   2 23 0
2

dz
z x x zdx

z
    або

 2 23 2 0z x dz xzdx   . Одержане рівняння  є однорідним і

за допомогою заміни z ux   0, 0u x� �� може бути зведене

до рівняння з відокремлюваними змінними 
2

3

3
0

dx u
du

x u u

 


.  Інтегруючи  це  рівняння,  дістаємо  
3

2
ln ln

1

xu
C

u
 


,  або

3 2 1Cxu u   (при 0C   маємо розв’язки 1u  � ). Повертаю-
чись до змінної  y ,  одержане співвідношення можна запи-
сати у вигляді 4 2 6y x Cy  . Знайдений розв’язок має місце і

при 0y  .

   12.8 Нехай 0x  . Введемо нову шукану функцію  u u x

за  допомогою  формули  2

3

uxy  .  Відносно  нової  шуканої

функції  u u x  дане диференціальне рівняння приймає ви-

гляд 42
1

3

du
xu u

dx
  . У цьому рівнянні змінні відокремлю-

ються:  
4

2 3

1

udu dx

xu



.  Інтегруючи і  повертаючись  до старої

шуканої  функції,  дістаємо  
2

3
3

arcsin ln
y

Cx
x

 ,  де  0C  .  При
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відокремлюванні  змінних  було  загублено  розв’язок  2 1u  ,

якому відповідає розв’язок 2 3y x  вихідного рівняння. 

   Оскільки при заміні x  на  x  дане диференціальне рівня-

ння не змінюється, то його загальний розв’язок має вигляд:
2

3

3arcsin ln
y

C x
x

 , 
32y x , де 0C  .

   12.9 Перепишемо дане рівняння у вигляді
3 2 2 32 2 0x y dx ydx x y dy xdy     або

 2 2 2 2 0x y dx dy dxy   .

Оскільки інтегральні криві даного рівняння 0x   і  0y   не
проходять  через  точку  1,1 ,  то  рівняння  можна  пере-
творити до вигляду 

   2 2
2 2

d xy
d x y

x y
     або   

2 2 1
0d x y

xy

� �
  � �

� �
.

   Звідси 
2 2 1

x y C
xy

   . З умови задачі випливає, що 1y 

при 1x  . Використовуючи цю початкову умову, знаходимо,
що 3C  . Таким чином, рівняння шуканої інтегральної кри-

вої може бути записано у вигляді 
2 2 1

3x y
xy

   , або 

 2 2 3 1 0xy x y    .

   12.10 Перетворимо дане рівняння наступним чином:
033 2  dxxyydxydxxdy ,  або      013  dxxyyxyd .

Неважко перевірити, що 0x , 0y  і xy 1 – розв’язки
даного рівняння. Нехай 0x , 0y  і xy 1 . Тоді рівня-

ння   можна  записати  у  вигляді      013 
x

dx
xyxyxyd ,

 
 

03
1


 x

dx

xyxy

xyd
,     03

1

11













x

dx
xyd

xyxy
.   Інте-

груючи,  дістаємо  0,lnln31lnln  CCxxyxy ,
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або    RCCyxyx  ,12 .  Константі  0C  відповідають
роз-в’язки 0x  і xy 1 .
   Оскільки 0x  не задовольняє умову задачі, то вихідне рі-

вняння  можна  записати  у  вигляді  
 

0
32





x

xyy

dx

dy
.  З

умови задачі випливає, що 0
dx

dy
 при 1x . Таким чином,

дістаємо рівняння:   032  yy , звідки виплаває, що 0y

або 32y .
   Через точку  0,1  проходить інтегральна крива 0y , яка
перетинає  пряму  1x  під  прямим кутом.  А  через  точку
 32,1   проходить інтегральна крива   122 32  xxy ,
яка відповідає константі 21C  і також перетинає пряму

1x  під прямим кутом.
   12.11 Розв’язок  даного  рівняння  має  вигляд  (див.
розв’язок попередньої задачі):    Cyxyx 12 , RC , 0y

.Оскільки  інтегральна  крива  0x  не  задовольняє  умову
задачі,  то  дане  рівняння  можна  записати  у  вигляді:

 
0

32





x

xyy

dx

dy
. З умови задачі випливає, що 1

dx

dy
 при

1x .  Звідси одержуємо рівняння:  0123 2  yy ,  звідки
маємо, що 1y  або 31y .
   Якщо 1x ,  1y ,  то  0C ,  тобто xy 1 .  Якщо

1x , 31y , то 4C , тобто  32 4 xxy   .

   12.12 Продиференціюємо обидві частини рівняння:
  xyyy 21...4  .

Почленно віднімемо одержану рівність  від початкового рі-
вняння:  21 xxy  .  Інтегруючи одержане рівняння, ді-

стаємо:  C
xx

xy 
32

32

.  Оскільки    00 y ,  то  0C ,

отже,  
32

32 xx
xy  . Перевірка показує, що знайдена фу-

нкція  дійсно є розв’язком вихідної задачі.
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   12.13 Очевидно, що розв’язки 0x  і 0y  даного дифе-
ренціального рівняння не задовольняють початкову умову. 
   Нехай  0x �  и  0y � . Тоді, виконуючи рівносильні пере-
творення даного рівняння, послідовно матимемо:

   3 2 22 0x dy yx dx xydy y dx    ,

   2 2 0x ydx xdy y xdy ydx     ,

 2 2
0

ydx xdy
x d xy

y

   ,

 
2

2
2

2
0

y dx xydy
x d xy

y

   ,

 
2 2

2 2
4

0
y dx xdy

x y d xy
y

   ,

 2 2
2

0
x

x y d d xy
y

� �  � �
� �

,        2 2
2

0
x

x y d d xy
y

� �  � �
� �

,

2

1
0

x
d d

y xy

� � � �  � � � �
� � � �

,       2

1
0

x
d

y xy

� � � �
� �

,      2

1x
C

y xy
  .

   Оскільки згідно з початковою умовою 1y   при  1x  , то

2C   і  останнє  рівняння  набуває  вигляду:  2

1
2.

x

y xy
 

Розв’язуючи його відносно  y  і враховуючи, що  1y   при
1x  , остаточно дістаємо:

38 1 1

4

x
y

x

  .

   12.14 Нехай  T t 0C  – температура тіла, що охолоджує-
ться, яка залежіть від часу t . Тоді згідно з умовою задачі фу-

нкція   T t  задовольняє  диференціальне  рівняння

   T t kT t�   ,  де  коефіцієнт  пропорційності  0k  .  Інте-

груючи це  рівняння  при  початковій  умові   0 100T  ,  ді-

стаємо, що температура першого тіла змінюється за законом
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  1
1 100 k tT t e ,  а  температура  другого  тіла  за  аналогічним

законом    2
2 100 k tT t e .  При  10t   відповідно  маємо:

11080 100 ke  і  21064 100 ke ,  звідки      10
1 100 0,8

t

T t   і

    10
2 100 0,64

t

T t  .  Тепер  складаємо  рівняння:

   1 2 25T t T t  , яке відносно   100,8
t

 зводиться до квадрат-

ного:    
2

10 100,8 0,8 0, 25 0
t t� �  � �

� �
. Розв’язуючи це рівняння,

знаходимо 
 
 

ln 0,5
10

ln 0,8
t  .

   12.15 Відокремлюючи змінні в даному рівнянні, одержує-

мо:  
 

dx
x

xx
dy

y

y

1

221
2

2







.  Враховуючи,  що  


 dy

y

y1

yydy
y

y



 ln

1
,  а

   










 dx

x

xxx
dx

x

xx

1

212

1

22
2

2

2

2

 1ln
1

2
2 22

2











 xxdx

x

x
x ,  маємо загальний інтеграл

рівняння:   Cyyxx  ln1ln 22 . Врахування початкової
умови дає значення 1C  і одержаний частинний інтеграл
запишемо у виді    yyxx  ln1ln1 22 .
   Розглянемо функцію   xxx ln . Легко встановити, що
вона неперервна і монотонно зростає на  ,0 , причому

  1x  для всіх 1x . До того ж   1x  для всіх 0x

. Тому, якщо    21 xx    і 11 x  то 21 xx  .
   Одержаний розв’язок  задачі  Коші можна подати у виді

   yx   12 .  Оскільки  112 x ,  то  yx 12 ,  або
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12  xy  і   тоді   
24

4

x

x
xf


 .  Неважко  бачити,  що

1
4

4

4

4

4

4
2

2

22










 x

x

x

x

x

x
, тобто   1xf  для всіх x ,     при-

чому значення 1 досягається при 2x . Таким чином, 
    12max 


fxf

Rx
.

   12.16 Як і в попередній задачі одержуємо:
    12max 


fxf

Rx
.

   12.17 Зауважимо, що дане диференціальне рівняння має
розв’язок xy  . Вважаючи далі, що xy  , запишемо рівня-
ння у виді: 

     01sin13
1 2 










 dx

dy
yxyxyx

xy
, або 

0sin
11

3 2 





















 dyy

yx
dx

xy
x .

Неважко перевірити, що одержано рівняння в повних дифе-
ренціалах.  Інтегруючи  його,  одержуємо

Cyyxx lncosln3  , або остаточно yxCeyx cos3

,  де  C  –  константа,  відмінна  від  нуля.  При  0C  сюди
входить також і розв’язок xy  .
   12.18 Домножимо початкове рівняння на y :

  02ln2
2

2 







 dy

y

x
xydxyxy .

Оскільки   
y

x
y

x

y
x

xy

y

yxy 2
2

2
ln2

2

2

















 ,  то

одержано рівняння в повних диференціалах. Неважко знайти
загальний  інтеграл  цього  рівняння:  Cyxxy  ln22 .
Враховуючи початкову умову, одержуємо  2C . Таким чи-
ном, розв’язок поставленої задачі Коші можна записати у ви-
ді

  2ln2  yxyx .
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   12.19 Із даного рівняння випливає, що  411 xdxdy  .
Із  формули  Ньютона-Лейбніца  для  будь-яких  1x  і  2x

одержуємо

    


 





4412 11

2

1

2

1
x

dx

x

dx
dx

dx

dy
xyxy

x

x

x

x

.

Із збіжності останнього інтеграла випливає обмеженість  xy .
   12.20 Легко бачити, що кожний розв’язок  xy  є непере-
рвна, диференційовна і монотонно зростаюча функція. Має-
мо 

 


x

x yt

dt
yy

0

220 1
,     





 









2220 11 x

dx

yx

dx
yy ,

що означає обмеженість розв’язку на всій числовій осі.
   12.21 Розв’язок даного рівняння, який задовольняє поча-
ткову  умову    00 yy  ,  можна  записати  у  виді

  









 


0

0

ydttqeey
x

atax .

Покладемо   





0

0 1

1

T

at
aT

dttqe
e

y  і  доведемо,  що

одержаний  розв’язок

     










0

0 1 T

at
aT

axx
atax dttqe

e

e
dttqeexy  періодичний  з
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періодом  T .  Справді,         



Tx

atTxa dttqeeTxy
0

 

 









0

1 T

at
aT

Txa

dttqe
e

e
. Розглянемо   






Tzt

заміна
dttqe

Tx
at

0
            

 



















x

T

x
az

T

azaTTza
x

T

Tza dzzqedzzqeedzzqedzTzqe
0

0

. Тоді для будь-якого x  маємо

     
 

  












 










0

0

0

1 T

at
aT

Txax
at

T

atax dttqe
e

e
dttqedttqeeTxy

      











 










0

0

0

1 T

at
aT

aTx
at

T

atax dttqe
e

e
dttqedttqee

    



















 








0

0 1
1

T

at
aT

aTx
atax dttqe

e

e
dttqee

     xydttqe
e

dttqee
T

at
aT

x
atax 












 






0

0 1

1
, що і вимага-

лось.

   12.22 Маємо 
2

2ln

1


















x

y

Cxx

y
y

y

x
 , тобто

 
2

1

u
u  .
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   12.23 Позначимо yx 2sin , тоді    



y

y
yyf

1
21

y
y




1

1
2 ,      Cyydy

y
yyf 










 1ln

1

1
2 2

. Таким чином,      Cxxxf  1ln2  при 10  x .

   12.24 Розв’язок рівняння, який задовольняє початкову
умову    00 yy   можна  записати  у  виді

 
   

 



















 


0

0

00 ydttfeexy
x dadtta

tx



,  або

 
 

 
 









xx

t

dttax da

eydttfexy 0
0

0



. Другий доданок, очеви-

дно,  прямує  до  нуля  при  x :

 

 
000

0

0

0 





cx
dtta

dtta

e

y

e

y
ey x

x

. 

   Розглянемо  перший  доданок.  Якщо   xf  обмежена:
  Mxf  ,  то

 

    





 x
ctcx

x
txc

x da

dteMedteMdttfe

x

t

000



   
c

M
e

c

M
e

c
Me cxcxcx   11

1
, тобто, перший до-

данок обмежений, а тому і розв’язок обмежений.
   Нехай тепер   0xf  при x , тоді 

 

             





 x

x

txc
x

txc
x

txc
x da

dttfedttfedttfedttfe

x

t

2

2

000



.
   Але

        









2

0
20

2

0
20

2

0

1
maxmax

x
ct

xt

cx
x

ct

xt

cx
x

txc e
c

tfedtetfedttfe
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    0max
1

1max
1

2

20

2

20





















cx

xt

cx
cx

xt
etf

c
eetf

c
 при

x ,  оскільки    


Ktf
xt 20

max ,  а  02 


cx

e  при

x .

         










x

x

ctcx

xtx

x

x

ctcx

xtx

x

x

txc e
c

etfdteetfdttfe
2

2
2

2
2

1
maxmax

      0max
1

1max
1

max
1

2

2

2

2

2

































tf

c
etf

c
eeetf

c xtx

cx

xtx

cx
cxcx

xtx

при x . Тобто   0xy  при x .

   12.25 Запишемо  рівняння  у  виді  2x

yxy
y


 ,  або













x

y
y . Звідси 1C

x

y
y  . Одержано лінійне рівнян-

ня  першого  порядку,  розв’язуючи  яке,  одержуємо  зага-
льний розв’язок вихідного рівняння: xCxCy 21  .

   12.26 Доведемо, що  0f .  Припустимо,  що рівняння
fef x  з  умовами      0 bfaf  має  ненульовий

розв’язок  xf . Можна вважати, що в деяких точках  xf

приймає додатні значення. Знайдемо точку 0x , в якій  xf

приймає максимальне значення. Тоді   00 xf . 

Оскільки 0x  – внутрішня точка відрізка  ba ,  і є точкою

максимуму,  то    00  xf .  Але  нерівності    00 xf  і

  00  xf не  можуть  виконуватись  одночасно  з  рівністю

   00
0 xfexf x .

   12.27 Підставивши xxy sin2  в рівняння, одержимо
       0cossin2sin1cos4sin2 22  xxpxxxxpxxxqxxx

– тотожно на   aa , .  Поділимо обидві  частини на  x ,
тоді  при  0x ,   aax , :
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    xxxqx
x

x
sin1cos4

sin
2    0cos  xxxp . Але при

неперервних   xp  і   xq  ліва частина прямує до 6 при
0x  і  в деякому околі нуля рівність порушується.  Тому

функція xxy sin2  не може бути розв’язком даного рівня-
ння при неперервних  xp  і  xq  на інтервалі  aa , .
   12.28 Підставимо функцію xy cos1  в рівняння: 

     0cos1sincos  xxqxxpx .
Неважко бачити, що при 0x  рівність не виконується, от-
же, вказана функція не може бути розв’язком даного рівня-
ння на  aa , .

   12.29 Дане рівняння рівносильне рівнянню   0


 xyy ,

тобто 1Cxyy  , звідки











 


2

0

22
1

22

CdteeCy
x

tx .

   12.30 Якщо  tx  – переміщення за час t , то маємо рі-
вняння 

       
0

0

0

0

2
tt

txtx

tt

txtx








.

За умовою функція   tx  диференційовна в кожній точці.
Отже, в даній рівності ліва частина диференційовна по t  (
при  фіксованому  0t  ),  тому  і  права  частина  диференці-
йовна по t . А, значить,   tx  двічі диференційовна по t .
Знову ж таки  із  наведеної  вище рівності  випливає,  що  і

 tx  двічі  диференційовна  по  t .  Домноживши  цю  рі-
вність на 0tt   і продиференціювавши двічі по t , одержи-
мо

     tx
tt

txtx 



2

0 ,

звідки      consttxtx  ,0 ,  що  і  означає  рівнопри-
скореність руху.
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   12.31 Парність або непарність функції  f  визначається
тотожністю     xafxf  ,  де  1a  для  парної  функції  і

1a  для непарної. Тоді, якщо f  диференційовна, то

   
 

    xfa
dx

xafd

xd

xdf
xf 







 .

Отже, похідна непарної функції – парна, а похідна парної
функції – непарна. Тоді, якщо існує парна або непарна фу-
нкція  xy , яка задовольняє рівняння 0sin  yyy ,
то   xyyy  sin  і функція   x  є одночасно і
парною, і непарною, а тому 

        0 xxxx  .
Звідси  00sin  yconstyy  і

  Rxyyyx  0 ,  тобто,  єдиною  парною  і
непарною функцією,  яка  є  розв’язком даного диференці-
ального рівняння, є функція 0y . 
   12.32 Нехай  xy  – будь-який розв’язок даної крайової
задачі.  Оскільки  функція   xy  диференційовна,  то  вона
неперервна, і отже, набуває на   1,0  свого найбільшого
M  і  найменшого  m  значень. Якщо існує   1,0x  та-
кий,  що    0xy ,  то    0 yM .  Тоді    –  точка  ло-
кального  максимуму.  Але    0 y  згідно  рівняння.
Суперечність.  Таким  чином,  0M .  Аналогічно  доводи-
ться, що 0m . Звідси випливає, що 0y .   
   12.33  Припустимо, що   xy  обертається в нуль при

0x , нехай 0x  – найменше додатне значення x  таке, що
  00 xy .  Отже,  в  силу  рівняння  на  проміжку   0,0 x

  0 xy .  Це означає,  що на цьому проміжку   xy  зро-

стає,  а  тому     0,0,0 xxxy  .  Звідси  випливає,  що

 xy  зростає на   0,0 x , а тому      100  yxy , супере-
чність.
   Якщо припустити, що  xy  обертається в нуль при 0x

, то позначивши через 0x  найбільше від’ємне значення x
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таке, що   00 xy , одержуємо   0 xy  на  0,0x . Тобто

на  цьому  проміжку   xy  зростає,  що  означає,  що
   0,,0 0xxxy  . Таким чином,  xy  спадає на  0,0x

, тобто     100  yxy , знову суперечність. 

   12.34 Запишемо  рівняння  у  виді
    20132 2

 yyyxy .  Якщо  y  є розв’язком даного
рівняння,  то  0y  і  02  xy ,  оскільки жодна лінійна
функція bkxy   не може бути розв’язком такого рівнян-
ня.  Припустивши  противне,  приходимо  до  рівності

020132  kk , яка не виконується ні при якому дійсному
k .  Продиференціюємо  обидві  частини  рівняння:
  02  yxy .  Звідси  0y ,  тобто  0, 11  CCy  і

тоді  21 CxCy  .  Підставимо  yі  y   в  рівняння:

    20132 21
2

211  CxCCxCCxy .  Звідси  одержує-
мо загальний розв’язок рівняння:

 
0,

2

2013

22 1
11

2

1

2
21 


 C

CC

C

C

CxC
y .

   12.35 Нехай  0x  –  спільна  точка  максимуму  двох
розв’язків  лінійного  однорідного  рівняння

     xyyxpyxpy 121 0  і   xy2 ,  тоді

    00201  xyxy .  Розглянемо  визначник  Вронського  си-

стеми  функцій     xyxy 21 , :
         xyxyxyxyxW 1221  .  Очевидно

          0010202010  xyxyxyxyxW ,  а  це  оз-начає,  що

розв’язки  xy1  і  xy2  є лінійно залежними.   

   12.36 Зробимо заміну 
x

z
y  , де  xzz   – нова шукана

функція. Тоді 2x

zzx
y


 ,  

3

2 22

x

zzxzx
y


  і рівняння
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відносно  z  набуває виду  0


x

z

x

z
, або  0 zz . Зага-

льний розв’язок цього рівняння xCxCz sincos 21  . Отже
, загальний розв’язок вихідного рівняння  

x

xCxC
y

sincos 21 
 .

   12.37 Домножимо  перше  рівняння  на  y :
  yxyxyyy 

2 ,  або    yxyxyy 
 .  Якщо  скори-

статись  другим  рівнянням  системи,  то  можна  записати:
  1

yy .  Друге  рівняння  системи  можна  подати  так:

  1
xy . Приходимо до системи 

 

 












.1

,1

xy

yy
 Із першого рі-

вняння  цієї  системи  послідовно  одержуємо:  1Ctyy  ,

або   1
2 22 Cty 
 ,  21

22 2 CtCty  . Із другого рівняння

знайдемо  3Ctxy  ,    yCtx 3 .  Остаточно:

21
2 2 CtCty  ,   yCtx 3 .

   13.1 Дане рівняння      yfxfyxf   називається фу-
нкційним рівнянням Коші, а довільна функція, яка є його
розв’язком –  адитивною.  Методом математичної  індукції
легко переконуємось, що для довільного натурального  n
виконується рівність

       nn xfxfxfxxxf  ...... 2121 .

Поклавши  у  цьому  співвідношенні yxxx n  ...21 ,
отримаємо

    .ynfnyf 

Для довільних натуральних  m  та  n  візьмемо в останній

рівності x
n

m
y  . Матимемо:
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    
























 
 x

n

m
nfx

n

m
nfx

n

nm
fmxfxmf ,

або  xf
n

m
x

n

m
f 








, тобто для всіх додатних раціональних

  і для всіх дійсних x  виконується рівність
   xfxf   .                                    (13.1)

Підставивши в цій рівності 0 , матимемо   00 f . Тоді,
зробивши підстановку xy   у вихідному рівнянні, отри-
маємо

        xfxfxxff  00 ,
або     xfxf  ,  тобто  адитивна  функція  є  непарною.
Тому для довільного від’ємного раціонального  , викори-
стовуючи рівність (13.1), дістанемо

         xfxfxfxf   .
Отже, рівність (13.1) виконана для всіх раціональних   і
для всіх дійсних x , зокрема,
                               11 fff   .                            (13.2)
Нехай тепер  t  – довільне дійсне число. Для нього існує

така послідовність раціональних чисел  n , що tn
n



lim .

Скориставшись неперервністю шуканої функції, дістанемо
              11lim1limlimlim tffffftf n

n
n

n
n

n
n

n



 .

Таким чином, позначивши   Cf 1  ми отримали   Cxxf 

.  Перевіркою  переконуємось,  що  усі  такі  функції  є
розв’язками рівняння Коші. Отже, у класі неперервних фу-
нкцій усі адитивні функції є лінійними.
   13.2 Поклавши в даному функційному рівнянні  xy  ,
отримаємо     xfxf 212 2  .  Звідси  легко  бачити,  що

   xfxf  ,  тобто кожний шуканий розв’язок  є  парною
функцією,  тому  обмежимось  розв’язанням  даного  функ-
ційного  рівняння  при  0,0  yx .  Позначивши

1,1  vyux  наше функційне рівняння перепише-
мо у вигляді

     111  vfufvuf ,   1,1  vu .
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Отже,  ми  отримали  рівняння  Коші  для  функції
   1 ufug :

     vgugvug  ,   1,1  vu . 
Тому    Cuug  ,  звідки       11 22  xCxgxf ,  Rx .
Перевіркою легко переконуємось, що кожна функція виду

   12  xCxf  є розв’язком даного функційного рівняння
при будь-якому RC  .
   13.3 Якщо підставити в даному рівнянні  0xy , то
отримаємо    00 f .  Тоді  при  y x  маємо

     xfxf 242    04  xf , тобто кожний розв’язок є
невід’ємною функцією при усіх 0x ; отже,    xfxf 42 

. Далі, поклавши   Nnynx  ,1 , отримуємо рекурент-
не співвідношення

         yfynfynfnyf  142

Тоді  методом  математичної  індукції  доводимо,  що
   yfnnyf 2  при усіх 0y , Nn .

Міркуючи  далі  так  як  при  розв’язуванні  рівняння  Коші,
знаходимо, що розв’язком нашого рівняння є функція виду

  2Cxxf   при усіх 0C .

   13.4 Підставимо в заданому рівнянні 2txy  . Мати-
мемо     022  tftf , тобто функція f  невід’ємна. Нехай

для деякої точки 0x  виконується  00 xf . Тоді 

      000  yfxfyxf ,     Ry ,

тобто    0tf  для  всіх  Ryxt  0 .  Очевидно,  що
  0xf  справді є розв’язком нашого функційного рівнян-

ня. Для знаходження усіх інших розв’язків можемо вважа-
ти    0xf .  Розглянемо  функцію     xfxg ln .  Для  цієї
функції  дане  рівняння  перепишеться  у  вигляді  рівняння
Коші, розв’язаного в задачі 13.1, отже матимемо   Cxxg  ,
звідки   Cxexf  . Легко перевірити, що кожна така функція
є розв’язком нашого рівняння.
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   13.5 Достатньо розглянути функцію    uefug  . Для неї
дане  функційне  рівняння  перетвориться  в  лінійне,  отже

  Cuug  , тобто     xCxgxf lnln  .
   13.6 Підставимо  в  наше  рівняння  xy  .  Тоді

   xxfxxf 222   для  всіх  Rx .  Тому    0xf , або
  1xf  для всіх  0x .  За умовою шуканий розв’язок є

неперервною функцією, отже,   0xf  або   1xf . Пере-
віркою  переконуємось,  що  ці  функції  справді  є
розв’язками.
   13.7 Поділивши  обидві  частини  нашого  рівняння  на

 yx , отримаємо функційне рівняння, розглянуте в задачі
13.5, для функції    xfxxg  , отже,   xCxg ln , звідки

    xCxxgxxf ln  .

   13.8 Розглянемо функцію     3xxfxg  . Для неї дане
рівняння перетвориться в рівняння Коші. Оскільки кожний
многочлен є неперервною на всій числовій осі функцією,
то    Cxxg  , тобто,    Cxxxf  3 . Перевірка підтверджує
цей результат.
   13.9 З  рівняння  бачимо,  що  якщо    0 yxf ,  то

  0xf  та    0yf . Для усіх таких  x  та  y  дане функ-
ційне рівняння можна переписати у такому вигляді:

     yfxfyxf

111



.

Записане  рівняння  є  рівнянням  Коші  для  функції

 
 xf

xg
1

 , отже,   Cxxg  , тобто  
Cx

xf
1

 .

   13.10 Якщо функція неперервна і строго монотонна на
деякому  інтервалі,  то  вона  оборотна.  Нехай

    









2
,

2


xfarctgxg . Тоді     xgtgxf   і наше рі-

вняння перепишеться у вигляді
      ygxgtgyxgtg  ,
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звідки        nygxgyxg  ,  де  Zn .  Підставивши

0y ,  отримуємо 0n ,  бо   
2


xg .  Отже,  ми  знову

прийшли  до  функційного рівняння  Коші  для  функції  g .

Тому   Cxxg   і   Cxtgxf  ,  0\RC  .

   13.11 Зробивши в даному рівнянні заміну  
13

1






t

t
x ,

отримаємо   1
13

1

13

1


















tf

t

t

t

t
f .

Замінимо в отриманому рівнянні t  на x  і після цього до-
множимо обидві його частини на x . Матимемо:

  xxf
x

x
x

x

x
xf 


















13

1

13

1
.

Віднявши  від  заданого  функційного  рівняння  останнє
отримане, дістанемо 

      xxf
x

xx
xf 




 1

13

1
,

звідки        
  1

13

1

131

13

131
22 














x

x

x

xx

xxx

xx
xf , 









 1,
3

1
\Rx . Виконаємо перевірку:

1
1

213

22

4

1

13

1
13
1

1
13
1

3

1

13






























x

xx

x
x

x

x

x
x

x
x

x
x

x
.

Обчислимо  значення  функції  ще  в  точці 1x .  Підстави-
вши це значення в дане рівняння, отримаємо     111  ff ,

звідки  
2

1
1 f  Отже, шуканим розв’язком нашого рівнян-

ня буде функція
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 




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




















.1,
2

1

,1,
3

1
\,

1

13

x

Rx
x

x

xf

   13.12 Підставивши в дане рівняння 0yx   отримає-
мо    10 f .  А  тепер  –  тільки  0y .  Матимемо

  223  xxf ,  звідки    12  xxf .  Легко  перевірити,
що ця функція дійсно буде розв’язком.
   13.13 Підставивши в дане рівняння 0yx , отримає-
мо     00 3ff  ,  звідки  або    00 f ,  або    10 f ,  або

  10 f .  Взявши тепер  xy  ,  матимемо     xff 20 3 ,
або     3 02 fxf  , тобто    constxf  . Враховуючи, якими
можуть  бути  значення   0f ,  робимо  висновок,  що
розв’язками  нашого  функційного  рівняння  є  функції

    1,0  xfxf , та   1xf .
   13.14 Підставимо  у  даному  рівнянні  3tx  .  Тоді

   3tftf  .  Методом  математичної  індукції  легко
показати, що 

    









n

t
ftf

3
,    NnRt  , .

Отже,  для  кожного  фіксованого  Rt   числова  послі-

довність  



















13 n
n

t
f  є сталою. Тому, оскільки  0

3


n

t
 при

n  і шуканий розв’язок є неперервною в точці 0 функ-
цією, матимемо
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   0
3

lim
3

lim f
t

f
t

ftf
nnnn






















при всіх  Rt  . Це означає, що всі розв’язки даного функ-
ційного  рівняння  виражаються  формулою    axf  ,  де

Ra .
   13.15 Перетворивши  дане  рівняння  до  вигляду

    xxfxf
2

1

2

1
2  , зробимо заміну xt 2 . Тоді

                               
22

1

22

1 tt
ftf 








 .                           (13.3)

Доведемо  методом  математичної  індукції,  що  при  всіх
Nn  

              


















nnn
t

t
ftf

4

1
...

4

1

4

1

22

1
2 .             (13.4)

Для 1n  рівність (13.4) очевидна. Припустимо, що вона є
істинною  для kn  .  Нехай  1kn .  Тоді,  з  огляду  на
(13.3), матимемо

  




































kkkkkk

tt
ft

t
ftf
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1

22

1

2

1

4

1

4

1

4

1

22

1
2































 12112 4

1

4

1

4

1

22

1

4

1

4

1

4

1
kkkk

t
t

ft  ,

що й треба було довести.

Оскільки функція f  обмежена в околі точки 0, а 0
2

1


n  та

0
2


n

t  при n , то 0
22

1









nn

t
f  при n . Тому, пере-

ходячи в рівності (13.4) до границі при 
n , отримаємо

 
3

1
0

4

1
...

4

1

4

1

22

1
lim

2





























tt

t
ftf

nnnn
.

Перевіривши,  бачимо,  що    3xxf   для  всіх  Rx
справді задовольняє дане функційне рівняння.
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   13.16 Продиференціюємо двічі обидві частини даного
рівняння:     xfxf  9133 ,     xfxf  91332 ,  тобто

   3 1f x f x�� ��  .  Тоді  (див.  задачу  13.14)    constxf  .

Тому    baxxf  ,    cbxx
a

xf  2

2
. Підставимо цей ви-

раз для  xf  в дане рівняння:

    







 cbxx

a
cxbx

a 22

2
91313

2
.

Тоді












.9
2

,933

ccb
a

bba

Розв’язавши цю систему стосовно b , матимемо ba 2 ,

4

b
c  . Отже,  

2
2

2

1

4








 xb

b
bxbxxf .

   13.17 Подавши  дане  рівняння  у  вигляді
     xfx

y

xfyxf 2


,  бачимо,  що  існує

     xfx
y

xfyxf
y

2

0
lim 




,  тобто  функція  f  диференці-

йовна на R  і
                                          xfxxf 2 .                           (13.5)

Нехай для деякої точки 0x  виконується   00 xf , тоді 

      00
2
000  xfyxxfyxf ,    Ry  ,

отже,   0xf . Якщо   0xf , то поділивши обидві части-
ни отриманого диференціального рівняння (13.5) на  xf ,
матимемо

   2ln xxf 
 ,
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звідки    C
x

xf ln
3

ln
3

 ,  тобто    33xCexf  ,  constC  ,

0C .  Та  пряма  перевірка  показує,  що  функція
  33xCexf   при  0C  не задовольняє даному рівнянню

для усіх дійсних x  та y .
   Таким чином,   0xf  – єдиний розв’язок нашого функ-
ційного рівняння.
   13.18 Покажемо, що дане рівняння методом підстановок
можна звести до функційного рівняння Коші. 
   Підставивши в рівняння  0yx , отримаємо    00 f .
Якщо тепер  тільки 0y , то
                               xfxf 33  ,     Rx .                     (13.6)
А якщо підставити лише 0x , то матимемо, враховуючи
(13.6),
                  333 yfyfyf  ,        Ry ,                    
тобто функція f  непарна. Використовуючи непарність, на-
ше  рівняння  можемо  переписати  у  вигляді

     yfxfyxf 3333   або,  з  врахуванням  (13.6),

     3333 yfxfyxf  .  Зробивши заміни  vyux  33 ,  ,

отримаємо функційне рівняння Коші       vfufvuf   у
класі неперервних на R  функцій. Отже, з огляду на задачу
13.1, маємо   axxf  . Підставивши цю функцію в дане фу-
нкційне рівняння, отримаємо 0a  або 1a , тобто лише
функції   0xf  та   xxf   є його розв’язками.
   13.19 Замінимо в даному співвідношенні x  спочатку на

ax  , а потім на ax  :

     axfxfaxf  22 ;
     axfaxfxf  22 .

Додавши обидва отримані співвідношення, а також враху-
вавши дане співвідношення, матимемо

            xfaxfaxfaxfaxfxf 22222  ,
звідки      022  axfaxf . Замінивши в цьому співвід-
ношенні x  на ax  , отримаємо    xfaxf  4 , тому
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     xfaxfaxf  48 .
Отже, функція f  періодична з періодом aT 8 .
   13.20  Знайдемо         6,3,2,1  xfxfxfxf

послідовно використовуючи дану тотожність:

   
 1

1



xf

xf
xf ;

   
 

 
     1

1

11

11
2












xfxfxf

xf

xf

xf
xf ;

 
 xf

xf
1

3  ;

    
 

 xf
xf

xfxf 



3

1
336 .

Отже, функція  xf  періодична з періодом 6. Тому

       
  2

1

1

1
314463352014 

f
ffff .

   13.21 Покажемо спочатку, що функція    1log  xxg x

строго монотонна на інтервалі  ,1 . Оскільки для усіх
x  з цього інтервалу

       
 

0
ln1

1ln1ln

ln

1ln
2
















 


xxx

xxxx

x

x
xg ,

то  xg  спадна на  ,1 . Так як 2322  xx   для всіх
Rx ,  то  приходимо до висновку, що    322  xxxf  –

єдиний розв’язок даного функційного рівняння.
   13.22  Нехай   0 afb  для деякого  1,0a . Із дано-
го  рівняння  видно,  що  f  визначена  в  точках   afa  ,

   anfaafa  ,,2  , тощо. Але тоді існує таке Nn 0 ,
що  10 bna , що суперечить умові     1,0fD . Анало-
гічно доводиться,  що для кожного   1,0a  не виконує-
ться  умова    0af .  Отже,  залишається    0xf ,  яка
справді є розв’язком цього функційного рівняння.
   13.23  В даному рівнянні 
                              22  yxfyfxfxyf              (13.7)
підставимо 1y . Тоді
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        2112  xffxfxf ,        Qx  
і, врахувавши умову   31 f ,  матимемо

    21  xfxf      Qx .
З цієї рівності методом математичної індукції можна отри-
мати
       nxfnxf 2      Qx , Zn .                (13.8)
Підставимо  в  рівняння  (13.7)  nynx  ,1 ,  де  Nn .
Тоді, враховуючи останню рівність,
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n
f ,

звідки    121  nnf .  Враховуючи  це  і  підставляючи
qypx 1,  ,  де  NqZp  , ,  дістаємо,  з  огляду  на

(13.8)
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звідки 1
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
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q

p

q

p
f .

Прямою  перевіркою  встановлюємо,  що  функція
  12  xxf  для всіх  Qx  є шуканим розв’язком даного

функційного рівняння.
   13.24 В даному рівнянні 
                 22 yfxfyxf  ,  RyRx  ,         (13.9)
замінимо x  на x . Отримаємо
              22 yfxfyxf  ,   RyRx  , . 
Прирівнявши праві частини отриманого співвідношення та
(13.9),  маємо     xfxf  ,  тобто  шукана  функція  є
парною.
За підстановки 0,0  yx  з рівності      000 fff   ви-
пливає, що   00 f .
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Замінивши у рівності (13.9) y  на y , отримаємо співвід-
ношення       22 yfxfyxf  ,     RyRx  , ,  у
якому права частина збігається з правою частиною (13.7).
Тому
                  yxfyxf  22 ,   RyRx  , . 
Підставивши  в  останній  рівності  2xy  ,  матимемо

    002 2  fxf .
Оскільки f  – парна, то   0xf  – єдиний розв’язок даного
функційного рівняння.
   13.25  Зробивши в даному співвідношенні підстановку

2xy  ,  одержимо    

















22

x
f

x
fxf ,  або

   01
2









xf

x
f , Rx . Звідси 0

2








 x
f , або   1xf .

Якщо    00 xf  для  деякої  точки  0x ,  то
     yxfyfxf  00 .  Тоді    00  yxf  для  всіх  Ry .

Зробивши  заміну  tyx 0 ,  отримаємо    0tf ,  що
суперечить умові.
Отже, перевіривши, переконуємось, що функція   1xf  –
єдиний розв’язок даного функційного рівняння.
   13.26 Підставивши 0,1  yx  в дане  функційне рі-
вняння одержимо        afff  0100 , звідки  0a . Тоді
рівняння набуде вигляду
             xyfxfyyfx  22 ,    RyRx  , .
(13.10)
Покладемо тепер в (13.10) xy  . Отримаємо 
                        222 xfxfxxfx  ,   Rx .            (13.11)
Зробимо в цьому співвідношенні  підстановку  1x ,  тоді

   112 ff  , або    01 f . Якщо в (13.10) замінити  x  на
x , а x  на y , то отримаємо

     222 xfxfxxfx  ,   Rx .
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З цієї рівності та (13.11) маємо, що    xfxf  , тобто f  –
парна.  Взявши  в  (13.10)  xy  ,  отримаємо

     222 xfxfxxfx  , або
     222 xfxfxxfx  ,      Rx .                 (13.12) 

Віднявши  рівність  (13.12)  від  (13.11),  дістанемо
  02 2 xfx ,  тобто    0tf  для  всіх  02 xt .  Оскільки

для  0x  з (13.11) випливає, що    00 f , то, з огляду на
парність функції f , для всіх Rx  виконується   0xf .
Отже, для  0a , як легко перевірити, єдиним розв’язком
даного  функційного  рівняння  є  функція    0xf ,  а  за
умови 0a  рівняння розв’язків не має.
   13.27 Замінивши x  на x  в даному рівнянні

       022  xfxfxfx ,    Rx ,            (13.13)
отримаємо

       022  xfxfxfx ,   Rx .
Додавши отримане  співвідношення  до  (13.13),  матимемо

   xfxf  , тобто шукана функція є непарною. З враху-
ванням цього (13.13) перепишеться у вигляді 

       022  xfxfxfx ,  Rx , 
звідки  видно,  що    xxf   для  всіх  Rx  ,  що  й  під-

тверджує перевірка.
   13.28 Зробивши в рівнянні

   yxyfxf  1 ,   RyRx  , ,            (13.14)
Підстановку 1y , отримаємо    xfxf  1  або

    Czfzzf  1 ,       Rz  ,                (13.15)
де  1, fCCxz  . Підставимо тепер (13.15) в рівняння
(13.14):    yxCyfx  1 , звідки

    Cyyf 1 ,     Ry .
Тоді,  враховуючи  (13.15),  отримаємо

  CyCyyf 1 , звідки 
2

1
C , тобто   yyf 

2

1
.

80



Перевірка підтверджує, що функція    yyf 
2

1
 справді є

розв’язком даного функційного рівняння.

   13.29 Підставивши 0yx  в рівнянні 
         xyyfxfyxf 2222

 ,  RyRx  , ,  (13.16)
матимемо   00 f . Тепер замінимо в (13.16) y на y :

       xyyfxfyxf 2222
 ,   RyRx  , .

Віднявши від рівняння (13.16) отримане рівняння, маємо:
      xyyxfyxf 422

 ,   RyRx  , .
Підставивши  в  останньому  співвідношенні  xy  ,  ді-
станемо      22 404 xfxf   ,  тобто    ttf   для  всіх

  ,0t , що й підтверджує перевірка.
   13.30 Покладемо  в  даному  рівнянні  0yx .  Тоді

  002 2 f , звідки   00 f . Якщо 0y , то   22 xxf  , тоб-
то   xxf  . Тому маємо чотири випадки:
1)   xxf  ;    2)   xxf  ;    3)   xxf  ;    4)   xxf  .
Перевірка показує, що випадки 1) і 2) задовольняють умову
задачі, а 3) і 4) – ні.
   13.31 Взявши в даній тотожності 1y , отримаємо то-

тожність       
1

1






x

fxf
xf ,  тобто     1fxfx   для  всіх

 1\Rx .  Підставивши 0x ,  одержимо   01 f ,  тому

  0xf  для 0x , 1x . Далі, підставляючи в дану тото-

жність  2,0  xy , матимемо        02
2

1
0 fff  , звідки

    020  ff .  Тепер  підставимо  1,0  xy :
     010 fff  , звідки     0021  ff .

Отже,   0xf  для всіх Rx . Перевірка підтверджує цей

результат, тому відповідь на поставлене в умові запитання
негативна.
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   13.32 Підставивши  0yx  в  дане  співвідношення,
маємо    00 3ff  , звідки або   10 f , або   00 f , або

  10 f .
   Нехай тепер xy  . Тоді    02 33 fxf   для всіх Rx ,
тобто      003 fftf   для всіх Rxt  32 .
   Перевірка  показує,  що  функції    1xf ,    0xf ,

  1xf  є розв’язками даного функційного рівняння.
   13.33 Нехай  ayx  ,  тобто  ayx  .  Тоді

   322 33 ayaayfaf  .  Зафіксуємо  0a .  Оскільки
квадратична форма   322 33 ayaayyzz   досягає свого
найменшого значення 43a  в точці 2ay  , то її множи-
на значень      ,43azE .  Оскільки  0a  довільне і
може бути як завгодно мале, то    afzf   для всіх  0z .
Отже, функція f  є сталою на  ,0 . Зафіксувавши 0a
аналогічно  встановлюємо,  що  функція  f  є  сталою  на
 0, . Перевіривши, переконуємося, що усі функції ви-
ду

 
















,0,

;0,

;0,

3

2

1

xякщоC

xякщоC

xякщоC

xf

де  321 ,, CCC  –  довільні  сталі,  задовольняють  умову
задачі.
   13.34 Легко переконатись, що   00 f  і    xfxf  ,

де Rx . Оскільки   xxxx

1

1

1

1

1






, то, використовуючи

умову а) та умову б) у вигляді 
 











x
f

x

xf 1
2 , маємо:
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
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Враховуючи непарність f , матимемо
      xfxfxxf 2122  ,    Rx .

Замінивши в цій формулі  x  на 
x

x
1

 , отримаємо, двічі її

використавши,         xf
x

xf
xx

fxff
1

4
1

2
1

2122 







 .

Якщо 2x , то    122 ff  . Тому   Cxxf   
, де  1fC  .

Це співвідношення виконується також для 0x  та 1x .
Отже,  лише  функції  вигляду    Cxxf   для  всіх  Rx
задовольняють умови задачі.
   13.35 З  умови  а)  за  індукцією  отримаємо

    mxfmxf   для всіх Nm  і для всіх Qx . Нехай
NqNp  , , тоді, відповідно до умови б), матимемо:
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Якщо 
q

p

q

p
f 




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
, то 2q

q

p

q

p
f 








, що неможливо. Отже,

  xxf   для всіх Qx .

   13.36  Виконаємо послідовно заміни:

2
,

2
;

2
,

2
;,0


 tyxytxtyx .
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Тоді дістанемо систему рівнянь:

   
   
   














,sin2

,0

,cos2

tbtftf

tftf

tatftf



     де   









2
,0


fbfa .

    Звідси   tbtatf sincos  , або   xbxaxf sincos  , де
Rba , .

   Перевірка  показує,  що знайдена  функція  є  розв΄язком
даної задачі при будь-яких дійсних a  і b .
   13.37 Підставляючи 1yx  в дане функційне рівнян-
ня, дістаємо      211 2

 ff . Це рівняння має два дійсних
корені   21 f , або   11 f . Покладаючи 1y  у функ-
ційному  рівнянні,  маємо        111  xxxffxf ,  або

     xfxf 211  .
   Якщо   21 f ,  то   xxf 2 ,  а  якщо   11 f ,  то

  xxf  . Перевірка показує, що жодна знайдена функція
не задовольняє вихідне функційне рівняння, отже це рівня-
ння не має розв’язків.
   13.38 Покладемо 1k . Тоді 

    nmnmfmf  ,1 .
Це означає, що 1nT  є «періодом» функції f :

     Nmmfnmf  ,1 .
Покладемо    Nllnk  ,1 .  Тоді      lnmf 1

  nnmlf  1 ,  або       111  nmlfmf  .  Звідси:
    Nmfmf  ,1 .

Таким чином,   constmf  .
   13.39 Припустимо,  що  функцію  SSf :  знайдено.

Оскільки   xf
x

1
 строго зростає на   0,1  та   ,0 ,

то рівняння   xxf   може мати не більше трьох розв’язків:
один на  0,1 , один на  ,0  і, можливо, 0x . Як-
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що    uuf   для  деякого   0,1u ,  то  підставивши
xy   в а), матимемо

          xfxxxfxxf  11 ,    Sx .

Тому     01  xfxx , звідки  
x

x
xf




1
. Прямою пере-

віркою  встановлюємо,  що  дана  функція  справді
задовольняє умову задачі.
   13.40 Підставивши  в  умову  а)  0yx ,  отримаємо

  00 f .  Застосувавши  f  до обидвох частин рівності  а),
матимемо          yfxxfyfyfxff  .  Оскільки  вираз

 yfx  може набувати довільних значень із множини  R ,
то 

   xxff  ,        Rx .                       (13.17)
Тоді, використовуючи також умову а) з  xfy  ,  маємо

          xfxffxfxf 22  ,       Rx .             (13.18)
Також  з  умови  а)  та  (13.17)  маємо,  що

       yffyffy 1   1fy   для всіх   Ry , звідки
  11 f .

Тепер розглянемо такі випадки:
 1) Існує таке  Ry , для якого   0ayfy   і 1a . Тоді

          yafafyfyfaffyfa  ,

звідки    11
11


















fa

a
f

a
fa . Тому 

aa
f

11









. Оскільки

одне з  чисел  a  та  
a

b
1

  є  більшим за  одиницю (нехай

1a ),  то,  використовуючи послідовно (13.18),  матимемо
  122 

nn

aaf  і    
n

af 2  при  n ,  що  суперечить
умові  б)  даної  задачі.  Отже,  у  цьому випадку  розв’язків
немає. Залишилось розглянути ще два можливі випадки:
 2)   0yfy  для всіх  Ry , тобто   0yf .

 3)   1yfy  для всіх 0y , тобто  
y

yf
1

 .
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   Перевіркою переконуємось, що розв’язками задачі є оби-
дві функції  

  0xf    та    









.0,0

,0,1

xякщо

xякщоx
xf

   13.41 Підставивши в дану рівність xy 
2


, маємо

     yyfyf cossin3cos2  ,       









2
,0


y .

Розв’язавши  стосовно  невідомих   xf sin та   xf cos  си-
стему функційних рівнянь

   
   








,cossin3cos2

,sincos3sin2

xxfxf

xxfxf

матимемо 

                            xxxf sin
5

2
cos

5

3
sin  .                   (13.19)

Зробимо  заміну  tx sin .  Тоді  22 1sin1cos txx  ,

оскільки  









2
,0


x .  Матимемо    tttf
5

2
1

5

3 2   для

всіх  1,0t . Пряма перевірка показує, що так визначена
функція f  справді є розв’язком даного функційного рівня-
ння.
   13.42 Покладемо  в  даному  співвідношенні

 0,0 fdzxy  .  Тоді        cfdzazf 0

  0fdcaz  . Оскільки  Rx , то й  z  може набувати
довільного дійсного значення. Тому розв’язок нашого фу-
нкційного  рівняння  шукатимемо  серед  лінійних  функцій
вигляду   1caxxf  . Підставивши цей вираз в дане функ-
ційне рівняння, матимемо:
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   cbyaxccaydxa  11 ;

     01 1
2  ccadybda ,     Ry .

Тоді 
11




ad

c
c  при 1ad  і dab 2 . Отже, отримаємо 

 















.0,1,,

,1,
1

2

cadabякщоax

adіbdaякщо
ad

c
ax

xf

В інших випадках розв’язків немає.
   13.43 Покажемо, що різним значенням аргументу від-
повідають різні значення функції, яка задовольняє даному
співвідношенню.  Така  функція  називається  ін’єктивною.
Справді, припустивши, що    21 xfxf  , матимемо  

      212121 2121 xxxxxffxff  .

Виходячи  з  теореми про  проміжне  значення  для  непере-
рвної  функції,  можна  показати,  що  кожна  неперервна
ін’єктивна  функція  є  монотонною.  Оскільки  композиція
двох монотонно зростаючих чи монотонно спадних функ-
цій є монотонно зростаючою, а функція x21   монотонно
спадна, то шуканої функції не існує.

   13.44 Нехай ax   – корінь рівняння   0f x  . Тоді його

коренями також є числа ,,, 842 aaa  . А тому 1a , бо
многочлен має скінченну кількість коренів. З даного спів-
відношення видно, що    21 a  також є коренем шуканого
многочлена, отже, 11  a . Нехай  sincos ia  . Тоді 

1cos22sincos11   ia ,

Звідки 
2

1
cos  . Це означає, що a  є кубічним коренем із

одиниці,  тобто  многочлен   xf  повинен  ділитися   на
12  xx . Якщо ж степінь  xf  нульовий, то   0xf , або

  1xf . Прямою перевіркою встановлюємо, що ці функції,
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а  також  всі  многочлени  вигляду     nxxxf 12   за  фі-
ксованого Nn , є розв’язками даного функційного рівнян-
ня.
   13.45 Очевидно, що   xxf   задовольняє умову задачі.
Нехай     xxfxg  . Дане рівняння можемо переписати у
вигляді         xxfxfxff 2 , або     xgxfg 2 . Тоді

               xfffgxffgxfgxg 32 222  .

Оскільки числа      xfffg  – цілі, то  g x  повинна

ділитися на  n2  для всіх  Zx  та  Nn . Це означає, що
  0xg .  Тому    xxf   – єдиний розв’язок даного функ-

ційного рівняння.
   13.46 Нехай 0n . Тоді      300  fff , звідки   30 f .
Розглянемо випадки: 
1)   00 f , тоді      300  fff ;
2)    10 f , тоді    21 f , і, припускаючи, що    kkf  1 ,
отримаємо      1211  kkfkff , тобто   1kkf ;
3)   20 f ,  тоді         32200  ffff ,  звідки    12 f ;
Підставивши  2n  в  дане  співвідношення,  маємо

      22 fff   711 f ,  звідки    61 f ;  тоді     1ff

    5661  ff , тобто    Zf 16 ;
4)    30 f ,  тоді         3300  ffff ,  звідки    03 f  і

     8633  fff .
Отже, можливим є лише другий випадок, тобто   1nnf

для всіх  Zn . Тоді   20152014 f .

   13.47 Нехай      xfxfxd  1 . З даної нерівності ви-
пливає, що функція  xd  незростаюча і невід’ємна, бо як-
що   1kd  для деякого Nk  , то f  повинна бути стро-
го спадною для kx  , і

      
 

 


kf

i

ikdkfkfkf
0

1

            0111  kfkfkfkdkf ,
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що  суперечить  умові.  Отже,      021  dd ,  і  тому
існують такі  Zc  і Nn 0 , що   cxd   для всіх 0nx  .
Це означає, що при  0nx   усі точки    xfx ,  лежать на
одній прямій.
    13.48 Не випливає. Наприклад,     212,12  kfkf ,
де Nk  . 
   14.1 а) Неважко підрахувати, що загальна кількість та-
ких  чисел  дорівнює  12023454

5 A .  Очевидно,  в
одному розряді кожна з п’яти цифр зустрічається 24 рази.
Отже, сума цифр, які стоять в кожному із чотирьох розря-
дів, взята по всіх числах, які задовольняють умову задачі
а), дорівнює

  36015245432124  .
Тоді сума чотиризначних чисел, в запису яких всі цифри рі-
зні, є

  39996011113601101010360 23  .
   б)  Загальна кількість чотирицифрових чисел,  в запису
яких цифри можуть повторюватись дорівнює 62554  . Ко-
жна з п’яти цифр в одному розряді зустрічається 125 раз.
Тому сума цифр, які стоять в одному розряді, взята по всіх
числах дорівнює

  18751512554321125  .
Таким чином, сума таких чисел є

  20831251111187511010101875 23  .

   14.2 а) Кількість чисел, очевидно, дорівнює 120!5  . В
одному розряді кожна з п’яти цифр повторюється 24 рази.
Тоді сума цифр, які стоять в одному розряді, взята по всіх
числах, є 

  48020246543224  .
А сума всіх чисел, які задовольняють умову задачі, дорівнює

  533328011111480110101010480 234  .
   б)  Загальна  кількість  чисел,  які  задовольняють  умову
задачі, дорівнює 312555  . Оскільки кожна з п’яти цифр в
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кожному розряді зустрічається 625 раз, то сума цифр одно-
го розряду, взята по всіх числах, дорівнює

  125002062565432625  .
Тоді сума всіх чисел дорівнюватиме

  138887500111111250011010101012500 234  .

   14.3 Натуральні числа, які закінчуються на 2013, можна
записати у виді  2013104 m ,  де  m  – натуральне. Після
закреслення останніх чотирьох цифр одержиться число m
. За умовою число  2013104 m  повинно ділитись на  m ,
що можливо лише тоді, коли m  є дільником числа 2013. А
дільниками числа 2013 є числа 1, 3, 11, 33, 61, 183, 671,
2013. Отже, маємо 8 чисел: 12013, 32013, 112013, 332013,
612013, 1832013, 6712013, 20132013.
   14.4  Твердження  очевидним чином випливає із  нері-
вностей:

   12222 23423422 nnnnnnnnn
 22234 11232  nnnnnn .

   14.5 Нехай  п’ять  послідовних  цілих  чисел  є  2n ,
,1,,1  nnn  2n .  Тоді       222 12 nnn

     2521 222
 nnn .  Якщо  б  число   25 2 n  було

точним квадратом, то воно ділилось би на 25, отже, 22 n
ділилось би на 5. Але це можливо лише в тому випадку, ко-
ли остання цифра числа 2n  є або 8, або 3, а квадрат жодно-
го цілого числа на ці цифри не закінчується.
   14.6 Добуток чотирьох послідовних натуральних чисел

,1, nn  3,2  nn  можна представити наступним чи-
ном:

        233321 22 nnnnnnnn

      113323
22222  nnnnnn .

Таким  чином,  розглядуваний  добуток  міститься  між
квадратами  двох  послідовних  цілих  чисел  nn 32   і
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132  nn , і тому не може бути точним квадратом цілого
числа.
   14.7 Очевидно



  




nnnn

999
9

2
999

9

1
2221111

22

     2102110
3

1
110

9

2
110

9

1 22 nnnn

 






n

n

n
nnn 333

3

999

3

110
110

3

1
110210

3

1 22 




.
   14.8 Маємо 

 9999
9

4
11999

9

4
944411444

22

  




nnnn

     814410444104
3

1
9110

9

44
110

9

4 22 nnnn

 
3

11102
11102

3

1
1211044104

3

1 22 


n
nnn .

   14.9

   110333
3

2
999

3

2
333666333 n

nnnn

 









  


  

n

n

n

n

n

22210222110222

87771222222000222
11
    







nnnnn

.

   14.10  Позначимо 
nn

na 








 










 


2

173

2

173
. Тоді 










 









 










 










 






222

2 2

173

2

173

2

173

2

173
nnn

na
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








 









 










 









 


4

171769

2

173

2

173

2

173
2 nn























 










 









 
 2

2

173
3

2

173

4

171769

2

173
nn










 










 























 


 nnn

2

173
2

2

173
32

2

173
3

2

173
1

























 










 










 










 


 111

2

173

2

173
3

2

173
2

2

173
3

nnnn

nn

nn

aa 23
2

173

2

173
2 1 
























 










 
  .

Оскільки 








 










 


22

21 2

173

2

173
,3 aa

13
4

171769

4

171769






 ,  то  за  допомогою

встановленої вище рекурентної формули nnn aaa 23 12  

індукцією  по  n  легко  довести,  що  при  будь-якому
натуральному n  число na  буде цілим і непарним.

   14.11  Доведення  проведемо  методом  математичної

індукції. При 1n  маємо: 122
112

11





. Формула вірна.

Нехай  формула  вірна  при  kn  ,  тобто
    

 
k

k

kkkk
2

12531

21221









. Тоді при 1kn  матимемо 

        
  






1212531

121221232

kk

kkkkkk





        
  







1212531

121221232

kk

kkkkkk





     
 

  1222
12

212

12531

212321 








 kk

k

k

k

kkkkk




.

   14.12 Нехай xbaba  ,52,52 33 . Тоді 
    xxbaabbabax 341343 33333  .
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Отже,  0433  xx ,  а єдиний дійсний корінь даного рі-
вняння дорівнює 1. Таким чином, 15252 33  .

   14.13 Домножимо чисельник і знаменник дробу на 232 :

   
   

   
   










2323

2323

2323

2323

3521235212

15281528

356356

154154

   
   







2323

2323

5352753527

3152531525

   

   
   
   












 





 






 





 

 33

33

232232

232232

5757

3535

5757

3535

13

7

552

528

55715521775571552177

1335931555335931555







.
   14.14 Зауважимо, що 1,526  . Звідси 1,05260  ,
тобто 1,0265  , або n

n
 10265 . 

   Розглянемо  число     nn
x 265265  .  Якщо  до

даного  виразу  застосувати  формулу  бінома  Ньютона,  то
члени з непарними степенями 26  взаємно знищуються, а
тому  x  –  ціле  число.  Враховуючи,  що

   nn
x 265265  ,  а  також  те,  що 0265  ,

одержуємо,  що    nn
x  10265 ,  причому  різниця

 n
x 265   додатна, якщо  n  парне і від’ємна, якщо  n
непарне. Звідси випливає, що перші  n  знаків після коми
числа  n265   будуть дев’ятками, якщо n  парне і нуля-
ми, якщо n  непарне.
   14.15 Нехай 

22222 Abdacdcba  . Таким чином,

1
2

2

2

2

2

2

2

2


A

d

A

c

A

b

A

a
.

Позначимо   sin,cos,sin,cos 
A

d

A

c

A

b

A

a
,

тоді 
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  sinsincoscos22 A
A

d

A

b

A

c

A

a
Abdac

  22 cos AA   , тобто   1cos   .
Тоді

  cossinsincos22 A
A

c

A

b

A

d

A

a
Abcad

  0sin2  A .

   14.16 1-й  спосіб. Рівність  0 bdac  домножимо  на
bcad  :

    cdbabcabdcdabcadbdac 22220

    cdabbacddcab  2222 .
Отже, 0 cdab .
   2-й  спосіб.  Позначимо   sin,cos  ba ,

 sin,cos  dc .  Таким  чином,   bdac0
   cossinsincoscos ,  тобто    0cos   .

Тоді     2sin2sin
2

1
sincossincoscdab

    0cossin   .

   14.17   4cos
2

1

2

1

2

1

2

1
2cos

2

1

2

1
cos

 
  



радиккалівn

n2cos
2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1
 .

Нехай  
4

1
2cos

2

1
n , тобто n23




 . Тоді

n

радикалівn

23
cos

4

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1






  

 .

   14.18 Очевидно     22
cbcbaa  ,  тобто

cba  .  З  другого  боку,    cbcb

 2aacb  , отже,    2
acbcb  . Якщо лі-

ву  частину  останньої  нерівності  поділити  на  cb  ,  а
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праву на  a ,  то одержимо  acb  .  Таким чином,
cbacb  ,  що  означає,  що  відрізки  a ,

cb ,  утворюють трикутник.
   14.19 Розглянемо будь-яку множину  A  із даних 2013
множин.  Вона  перетинається  з  кожною  із  решти  2012
множин,  тому  існує  елемент  Aa ,  який  належить  не
менш ніж 45 із цих множин. (Дійсно, якщо кожний із 45
елементів множини A  належить не більш ніж 44 множи-
нам, то всього є не більше  19804544   множин, відмін-
них від A , що суперечить умові.) Отже, нехай елемент a
належить множинам 4521 ,,,, AAAA  . Доведемо, що він
належить і всім решта множинам. Дійсно, ніякі дві множи-
ни із 4521 ,,,, AAAA   не мають спільних елементів, від-
мінних від a  (оскільки спільний – один). Нехай B  якась
із  тих множин,  що залишилась  і  припустимо,  що  Ba .
Тоді  множина  B  має  з  кожною  з  множин

4521 ,,,, AAAA   спільні  елементи,  відмінні  від  a ,  а
значить,  різні  (якщо  деякий  елемент  iABb  і

abABb j  , , ji  , то ji AAb  , а це суперечить то-
му, що  множини  iA  і  jA  мають  рівно  один  спільний
елемент).  Тоді  множина  B  повинна  мати  не  менше  46
елементів, що неможливо. Таким чином, елемент a  нале-
жить всім множинам.
   14.20 Нехай x  і y  – розміри основ бака, тоді його ви-

сота буде дорівнювати 
xy

25,0
. Якщо вартість бака позначи-

ти через ),( yxS гр., то  

)
25,0

44(13)
25,0225,02

2(26),(
xy

yx
xy

xyyxS 







або

0,0,
25,0

44
11

413),( 







 yx

xy
yx

xy
xyyxS .

Знайдемо частинні похідні цієї функції:  
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









yxx
yS x 22

25,0
4

1
413 ;   










xyy
xyS y 22

25,0
4

1
413 .

Необхідна умова екстремуму:

























,0
4

1
44

,0
4

1
44

,0

,0

222

222

xyxyx

yxyyx

S

S

y

x
  













,0

4

1
44

,041

222 xyxyx

xyyx













.0

4

1
44

,

34 xxx

xy

Друге рівняння системи перетворимо до вигляду:



























 0

4

1

4

1

4

1
0

416

1 22234 xxxx
x

xx

0
4

1

2

1

2

1 2 

























 xxxx .

Оскільки 0x , то 5,0x  отже, система має розв’язок 

                                          









5,0

5,0

y

x
.

Легко перевірити, що при цих значеннях виконується до-
статня умова мінімуму і оскільки точка мінімуму одна, то в
цій точці функція  ),( yxS  приймає найменше значення в
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області 









0

0

y

x
. Відповідне значення висоти дорівнює 1. От-

же, розміри бака: 0,5 м, 0,5 м, 1 м.
   14.21 З’ясуємо, як можна завантажити вагон. Вже три
великих контейнери не ввійдуть у вагон, оскільки разом ва-
жать 90 тонн. Звідси випливає, що є три способи заванта-
ження вагона: нуль великих і не більше як 30  малих, один
великий і не більше як 21  малих (в вагоні всього 30 місць і
9  з  них уже зайнято великим контейнером),  два великих
контейнери і не більше як 10  малих.
   Нехай завантажено x  вагонів у перший спосіб, y  вагонів –
у другий і z  вагонів – у третій. Той факт, що перевезено 20
великих і 250 малих контейнерів, означає, що

2 20,

30 21 10 250.

y z

x y z

 ��
�   ��

Помноживши першу нерівність на 9 і додавши до другої,
дістаємо    zzyxzyx 243030430283030

3

1
14

30

430
 zyx .

Оскільки  x y z   –  ціле  число,  то  15x y z  � .  Легко
перевірити, що 2x , 6y , 7z  задовольняють систему
нерівностей, а сума цих значень дорівнює 15. Це й означає,
що  мінімальне  число  вагонів,  потрібне  для  перевезення
всіх контейнерів, дорівнює 15.
   14.22 Нехай  x  і  y  – кількість деталей, виготовлених
першим  і  другим  робітниками  відповідно.  Тоді  цілі
невід’ємні  невідомі  x  і  y  задовольняють  систему  нері-
вностей:
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29,

2 3 ,

3 2 ,

3 2 60.

x y

x y

x y

x y

 �
�  �
� �
�  �

З цієї системи послідовно маємо:
29 ,

3 2,

2
,

3
2

20 ,
3

x y

x y

x y

x y

 �
�  �
�
� 
�
�

 �
�

�

2
29 20 ,

3
2

3 2 20 ,
3

y y

y y

�   ��
�
�   
��

�

5
9,

3
7

18,
3

y

y

� ��
�
� 
��

�
6,

7,

y

y

�
� �

оскільки  y  – ціле. Якщо  6y  ,  то вихідна система нері-
вностей не має цілих розв’язків.  Якщо  7y  ,  то вихідна
система нерівностей має  єдиний цілий розв’язок:  24x  .
Отже, 7,24  yx .
   14.23 Нехай вантажу було x  тонн, а вагонів вантажопід-
йомністю 80 тонн було  m .  Тоді з умови задачі випливає,

що  дійсне  число  x   0x  та  натуральне  число  m

задовольняють наступну систему співвідношень:

 
   

 













.1350

,8601860

,80180

mx

mxm

mxm

Звідси:

                 

80 80 50 650 80 ,

60 420 50 650 60 480,

50 650,

m m m

m m m

x m

   �
�     �
�  �

�
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



















,65050

,2317

,
3

1
24

3

2
21

mx

m

m

�
22

1750.

m

x

�
� �

Отже, вантажу було 1750 тонн.
   14.24 Нехай для перевезення блоків буде зроблено  x
рейсів на машинах вантажопідйомністю 1,5 т, y  рейсів на
машинах вантажопідйомністю 3 т і  z  рейсів на машинах
вантажопідйомністю 5 т. Тоді загальна вартість F  переве-
зення усіх блоків дорівнює 

zyxF 24015090  .
При цьому буде перевезено zyx 754526   блоків.
Отже, потрібно знайти цілі невід’ємні числа zyx ,, , які
задовольняють умову 

1590754526  zyx ,
і  при яких функція F  набуває найменшого значення. Ви-
користовуючи останню рівність,  F можна перетворити до
вигляду 

zxF 10
3

10
5300  .

   Розв’язок  рівняння  1590754526  zyx ,  для  якого
змінна  z  набуває  найбільшого  можливого  значення,  а
змінна  x  – найменшого можливого значення, має вигляд

20,2,0  zyx .  Цей  розв’язок,  очевидно,  є
оптимальним  (вартість  перевезення  при  цьому  буде
найменшою).
   14.25  Введемо в розгляд вектори   zyxa ,3,


 та

 1,31,2 b


.  Тоді,  враховуючи,  що  baba


 ,
маємо

    324131232 222222  zyxzyx

Отже, 3242324  zyx .
   Ті значення змінних, при яких досягаються найбільше та
найменше значення, можна знайти, використовуючи умову
колінеарності векторів  a


 та  b


 і рівність  23 222  zyx ,
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тобто  розв’язавши систему  











zy
x

zyx

3
2

,23 222

.  Отримуємо

два розв’язки  






 

24

3
,

24

1
,

24

6 
,  на яких заданий вираз

досягає екстремальних значень.
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